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ПРЕДИСЛОВИЕ
Изучение закономерностей формирования и распространения се-зонно- и многолетнемерзлых горных пород, мерзлотно-геологических процессов и явлений в настоящее время немыслимо без изучения про​странственной и временной изменчивости их характеристик с помощью математических методов. Особенно широко они стали внедряться в практику прогнозирования изменений геокриологических условий в связи с хозяйственным освоением Сибири и Дальнего Востока. Обоб​щение опыта геокриологических исследований с помощью математичес​ких методов сейчас приобретает чрезвычайную актуальность для со​вершенствования всех видов работ и особенно для анализа полевых и экспериментальных данных с целью оптимизации исследований и про​ектирования, разведки и разработки месторождений полезных ископае​мых в криолитозоне.
Данная работа обобщает более чем 25-летний опыт преподавания математических методов обработки и получения геокриологических данных на кафедре мерзлотоведения геологического факультета МГУ. Основоположником курса был В.А.Кудрявцев. Книга написана коллек​тивом авторов: Л.С.Гарагулей (глава I), И.А.Комаровым (глава П), Г.С.Типенко (глава Ш), А.В.Медведевым (глава 17) и В.Е.Романовс​ким (главы У и У1). При написании § 4 главы У1 были использованы материалы С.А.Замолотчиковой и 0.Г.Боярского. В ней излагаются основные теоретические (физические) предпосылки для применения аналитических, статистических и численных методов, а также мето​дов аналогового моделирования. На конкретных примерах показаны возможности, преимущества и недостатки отдельных методов. Все они отрабатывались и проверялись на материалах мерзлотной съемки раз​ного масштаба и назначения в различных регионах. При написании работы учитывался опыт применения математических методов в гео​криологических исследованиях, накопленный в разных научных орга​низациях (ПНИИИС, ВСЕГИНГЕО, "Фундаментпроект", Якутский институт мерзлотоведения СО АН СССР и др.).
ГЛАВА I. МЕТОДИЧЕСКИЕ ОСНОШ ПРИМЕНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ В ГЕОКРИОЛОГИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ
В настоящее время научный анализ в геокриологических исследо​ваниях опирается на широкое использование математических методов. Благодаря их применению получили количественную характеристику закономерности формирования и динамики температурного режима и мощности сезонно- и многолетнемврзлых пород, их криогенное строе​ние, была определена роль внешних и внутренних факторов в форми​ровании свойств мерзлых и оттаивающих пород. В последнее время получили развитие математические методы исследования экзогенных геологических процессов, протекающих в криолитозоне. Особенно важное значение эти методы приобрели в связи с прогнозированием изменений геокриологических условий под влиянием естественной ди​намики природных факторов и техногенных воздействий.
Широкое использование математики в геокриологии, как и в лю​бой другой науке, базируется на определенных методических предпо-сылках, ибо "без выработки соответствующей философии использование количественных методов в исследовании способно лишь завести в ту​пик" (Харвей, 1974). Практика исследований многократно подтверж​дала это положение и поэтому методологические вопросы должны всегда оставаться в поле зрения исследователя. Представления о методологии начинаются с представлений о понятиях, которыми мы оперируем в науке. В данном случае с методической точки зрения нас должны интересовать в первую очередь такие понятия, как "за-кономерность" и "зависимость", "физическая модель" и "математи​ческая модель", "природный фактор" и "природные условия". Остано​вимся кратко на их смысловом содержании.
Природная закономерность, по Д.Л.Арманду (1974), есть "пра​вило, гласящее, что, если в природе создается некоторый комплекс условий (сложная ситуация), то из него неизбежно вытекает опре​деленное следствие". Следуя этому определению, можно сказать, что геокриологическая закономерность представляет собой резуль​тат взаимодействия определенным образом взаимосвязанных природ​ных факторов в рамках природного комплекса (геосистемы), выражен​ный сезонно- или многолетнемерзлыми горными породами со своими специфическими свойствами и протекающими в них процессами. Гео​криологическую закономерность можно представить также как резуль-
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тат процессов энерго- и массообмена в геосистемах и сопутствующих процессов теплофизического и физико-химического преобразования горных пород. Оба эти понятия не противоречат друг другу, так как основой любой причинно-следственной связи служат процессы энерго-и массообмана. Эти понятия, как видим, отражают один из основных законов диалектического материализма о всеобщей связи явлений и процессов в природе.
В геокриологии принято говорить о частных и общих закономер​ностях. Под первыми обычно понимаются двухсторонние зависимости либо между отдельными характеристиками мерзлотной обстановки и от​дельными природными факторами, либо между двумя собственно гео​криологическими характеристиками, из которых одна рассматривается как фактор-причина, другая - как следствие. Общеизвестно, что в различных природных ситуациях проявление зависимостей может быть не только количественно, но и качественно различно (например, в различных условиях один и тот же растительный покров может приво​дить как к повышению, так и к понижению среднегодовой температуры пород). Следовательно, можно говорить об однозначности физической природы зависимости и о неоднозначности ее проявления в разных конкретных ситуациях, обусловленной взаимосвязью и взаимообуслов​ленностью природных процессов. Под геокриологическими закономер​ностями понимается суммарный результат взаимодействия конкретного сочетания природных факторов, выраженный либо температурным режи​мом пород, либо мощностью или криогенным строением многолетнемерз-лых толщ, либо определенным типом сезонно- и многолетнемерзлых по​род со своими отличительными признаками. Очевидно, что геокриоло​гические закономерности могут подразделяться на частные и общие, если под первыми понимать закономерности, относящиеся к одному  объекту, например, к определенному типу мерзлых горных пород (за​кономерности формирования среднегодовой температуры, мощности и других мерзлотных характеристик данного типа пород в пределах данного природно-территориального комплекса); а под общими - за​кономерности, относящиеся к группе объектов, например, к мерзлым тонкодисперсным породам различного генезиса (некоторые закономер​ности льдовыделения). Все геокриологические закономерности, явля​ясь природными, носят зонально-региональный характер, так как являются следствием определенного комплекса факторов и условий. В дальнейшем целесообразно оперировать двумя понятиями: зависи-
Iх - 1060
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мость и закономерность. При этом любая зависимость рассматривает​ся как следствие действия либо еще неизвестного, либо известного закона природы (например, следствием первого закона Фурье являет​ся зависимость глубины распространения в массиве пород годовых колебаний температуры на поверхности от состава и влажности по​род) , а закономерность - как интегральное выражение совокупности зависимостей, свойственных данному природному комплексу (Кудряв​цев, 1975). Последнее определение очень важно в методическом от​ношении, так как из него следует, что исследование закономернос​тей невозможно без изучения зависимостей. Здесь должен быть еди​ный логический процесс познания, единство анализа и синтеза.
Математические методы, как известно, применяются в геокрио​логии для изучения различных природных ситуаций, зависимостей и закономерностей. Если зависимость - следствие известного закона, то она изучается с помощью математической модели, описывающей физический процесс. Физическая модель зависимости выражает как бы движущую силу процесса и его результат. При этом под физичес​кой моделью, очевидно, понимаются наши субъективные представле​ния о процессе, основанные на фактах, полученные в эксперименте. Математические модели представляют собой запись процесса в виде уравнений или системы уравнений. Примером математической модели может служить система эмпирических формул В.А.Кудрявцева, состав​ленных применительно к тепловым процессам в массивах горных пород с учетом фазовых переходов воды, или, например, уравнения тепло​проводности, описывающие процесс промерзания или оттаивания гор​ных пород (задача типа -Стефана) и др. Все существующие математи​ческие модели, используемые в геокриологических исследованиях, можно разделить на детерминированные и недетерминированные. Во-первых, все расчетные (входные) данные (граничные условия, свой​ства среда) задаются как однозначно определенные величины (либо
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1 Физическая модель, о которой здесь идет речь, соответствует "понятийной модели" по С.Е.Гречищеву и др. (1984), при этом мы отличаем физическую модель объекта, существующего в приро​де, от модели-аналога объекта, создаваемой в лаборатории. Фи​зические модели, в нашем понимании, - необходимый начальный этап не только для математического описания объекта, т.е. для создания "математической модели", но и для создания модели-аналога, особенно для интерпретации результатов исследования последней и перенесения их на природный объект.
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в виде числа, либо в математически определенной функциональной   1 зависимости). Во-вторых, входные данные задаются как случайные функции. Использование тех или иных моделей определяется как спе​цификой объекта исследований, целевым назначением исследования, так и возможности получения исходной информации для постановки задач.
Математические модели отдельных процессов также, как и соот​ветствующие им физические модели, по отношению к природным анало​гам носят в определенной мере абстрактный характер, поскольку они как бы вычленены из общей совокупности процессов, протекающих в той или иной природной ситуации. И н то же время они описывают процессы, характерные для большой группы природных комплексов (гео​систем) . Именно поэтому они используются для анализа закономернос​тей, которые, как было сказано выше, являются следствием взаимо​действия ряда процессов, определяющих состояние и поведение кон​кретной геосистемы.. Если попытаться математически описать это вза​имодействие процессов, то, очевидно, мы получим модель поведения данной системы. Но применимость такой модели в исследованиях была бы ограничена и пригодна только для аналогов.
До сих пор мы говорили о физических и математических моделях, с помощью которых изучаются те или иные зависимости. Однако в гео​криологии, как и в других науках, зависимости изучаются и без ма​тематических моделей на основе многократно повторяемых опытов, т.е. экспериментально/Если при этом не удается четко описать фи​зическую сущность зависимости, то результаты опытов обрабатываются с помощью методов математической статистики и при этом получают уравнения коррелятивной связи. Эти уравнения используются не толь​ко для решения практических задач, но и для теоретических иссле​дований - построения гипотезы, объясняющей причинно-следственный характер зависимости, т.е. помогают формировать физические пред​ставления, физическую модель. Тем не менее следует помнить, что уравнения коррелятивной связи характеризуют только данную, кон​кретную природную ситуацию и возможность их применения для изуче​ния других природных комплексов очень ограничена, требуется боль​шая осторожность и серьезная экспериментальная проверка для под​тверждения правомерности использования этих уравнений.
В настоящее время в геокриологии разработано достаточно боль​шое количество математических моделей формирования температурного
1 Говоря о математической модели, всегда подразумевается, что она выражает (описывает) определенную физическую модель процесса.
                                                            7
режима горных пород и процессов их промерзания или оттаивания (В.А.Кудрявцев, Г.В.Пархаев,' А.В.Павлов, Г.М.Фельдман, Л.Н.Хрус-талев и др..* Существует ряд моделей, описывающих механику мерз​лых грунтов (Н.А.Цытович, С.С.Вялов и др.). Наконец, получена термореологическая модель, выражающая взаимосвязь теплового и ме​ханического процессов (С.Е.Гречищев). Все они широко используют- ся для анализа природных закономерностей, но при этом всегда воз- никает проблема выбора адекватных математических моделей. "Вопрос об адекватной методике анализа приобретает особую остроту там, где обычные рациональные рассуждения и выводы из них смыкаются с количественными методами их обоснования"(Харвей, 1974). Приме​нение математических методов заставляет исследователей следовать логике научных экспериментов, т.е. соблюдать определенные правила. Одно из основных правил состоит в том, что выбор адекватных мето​дов производится на основе сопоставления физической модели изучае​мой геосистемы (частью которой являются сезонно- и многолетнемерз-лые породы) и физических предпосылок, лежащих в основе математи​ческой модели. Исходя из цели исследования, особенностей природно​го комплекса, выраженных в его физической модели, определяется постановка задач и принимаются решения о возможности использования той или иной математической модели для научного анализа.
Теперь мы подошли к проблеме построения физической модели природных систем, изучаемых в геокриологии. Многолетнемерзлые по​роды возникают и существуют на определенных этапах развития при​родных комплексов (геосистем) благодаря энерго- и массообмену между компонентами, отличающимися однородностью агрегатного сос​тояния, набором специфических свойств и протекающих в них процес​сов (газы, жидкости, снег, лед, горные породы, растения, животные). Если рассматривать влияние того или иного компонента природной среды на другой ее компонент, то этот первый следует называть "природным фактором". Фактор оказывает непосредственное, прямое влияние в соответствие с его состоянием и свойствами. В качестве фактора может выступить не только компонент природной среды, но и процессы, протекающие в нем, их проявления.
Природный компонент может оказывать опосредованное, косвен​ное влияние на другой компонент, создавая условия для проявления третьего компонента, его связи с этим другим. Компонент (его свой​ства, процессы и их проявления), оказывающий косвенное влияние, может называться "природным условием". Ряд природных компонентов
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в отношении мерзлых горных пород могут выступать и как фактор, и как условие. Поясним сказанное на примерах. Снежный покров оказы​вает непосредственное влияние на температурный режим пород и поэ​тому является температуроформирующим фактором. Рельеф поверхности, как результат проявления тектонических процессов, оказывает кос​венное влияние на температуру пород, создавая определенные усло​вия для поступления на поверхность солнечной радиации, накопле​ния и перераспределения снега и т.д. Растительный покров по отно​шению к подстилающим породам может рассматриваться и как темпера-туроформирующий фактор, и как условие для накопления снежного по​крова с определенными теплофизическими свойствами.
Сказанное помогает методически правильно подойти к построе​нию физической модели каждого природно-территориального комплекса, в пределах которого изучаются геокриологические закономерности. Очевидно, что такая модель может быть построена только на базе по​левых съемочных работ. При этом физическая модель должна быть на​учно обоснована и представлять собой рациональное описание объек​та: I) его строения, состава, состояния, свойств и протекающих в нем процессов; 2) факторов, воздействующих на объект; 3) условий, определяющих воздействие факторов. Состав, состояние и свойства объекта и факторов должны быть представлены параметрами и харак​теристиками, которые могут быть измерены, определены эксперимента​льно. То же необходимо сделать и в отношении процессов, количест​венно определяя движущие силы, скорость и результат, выраженный в тех или иных проявлениях, например, в изменении состава и свойств объекта (или факторов). Параметры и характеристики физической мо​дели выражаются либо числом (с определенной размерностью), либо функциональной зависимостью (например, λ f (ρ,W), λ - коэф​фициент теплопроводности породы, ρ и W - соответственно ее плотность и влажность), либо, наконец, законом распределения в пространстве и во времени (например, закон синусоидального изме​нения температуры на поверхности почвы: t(0,τ)= t0 +A sin wτ
При построении (описании) физической модели геосистемы час​то возникают методологические трудности: во-первых, проблема ее вычленения из природной среды, во-вторых, определение прямых и обратных связей объектa исследования с окружающими компонентами -среды внутри геосистемы, в-третьих, выявление факторов и условий формирования и развития, объекта. При вычленении геосистемы или природного комплекса предполагается, что исследователь должен
9
определить его размеры, т.е. пространственные границы, по которым произойдет обрыв связей с окружающей средой. При этом исследова​тель должен на границе задавать соответствующие условия, а в слу​чае использования моделей размерностью меньше, чем размерность неоднородностей в исследуемом объеме пород, он должен следить за тем, чтобы обрыв связей существенно не сказался на состоянии, свойствах объекта и протекающих в нем процессов. Кроме того, на​до иметь в виду, что "устойчивых границ, на которых не происходит обмена веществ и видов энергии, не существует на Земле. Поскольку, однако, невозможно изучать системы с бесконечным числом связей, мы вынуждены проводить их границы по линиям ослабления связей, точнее - по поверхностям, вдоль которых передача материала и энер​гии оказывается наименьшей. Таким образом, все природные комплек​сы надо рассматривать как открытые системы" (Арманд, 1974).
Выделение прямых и обратных связей в природном комплексе при построении физической модели определяется диалектикой причинно-следственных связей непрерывно развивающихся процессов и явлений. Причина и следствие могут меняться местами не только в пространст​ве, но и во времени. Поэтому важно установить не только простран​ственные размеры объекта, но и отрезок времени, для которого опре​деляются закономерности поведения объекта. Что в данной части гео​системы и в данный отрезок времени "причина" и что "следствие" -выясняется путем рациональных (логичных) рассуждений и сопостав​ления фактов, многократно наблюдаемых в эксперименте.
Разделение природных компонентов (их свойств, проявлений, протекающих в них процессов) на "факторы" и "условия" производит- ся также на основе изучения причинно-следственного характера свя- зей. В процессе познания объекта необходимо выделить воздействую​щие на него факторы, так как на этом основывается выбор парамет​ров и характеристик, определяющих поведение объекта. Описание фи​зической модели природных комплексов для изучения геокриологичес​ких закономерностей должно отражать законы диалектического мате​риализма: I) о первичности материи; 2) о всеобщей связи процессов и явлений в природе; 3) о причинно-следственном характере связей; 4) о непрерывности движения. - развития; 5) о переходе количества в качество.
Как уже было указано, физическая модель природного комплек​са строится на основе данных полевых исследований (данных мерз​лотной съемки). Эта модель на определенных этапах исследования
                                   10   
может быть представлена в виде классификаций, в которых отражают​ся причинно-следственные связи характеристик объекта исследова​ния с природными факторами и условиями. В табл. I дан пример ис- пользования региональной классификации мерзлых четвертичных отложений (ММП), в которой ММП характеризуются следующими призна​ками: I) приуроченностью отложений к определенному геоморфрлоги-ческому уровню и элементу рельефа; 2) генезисом отложений; 3) сос​тавом пород; 4) типом промерзания и криогенного строения ММП; 5) среднегодовой температурой пород; 6) мощностью ММП; 7) услови​ями залегания. ММП в разрезе и 8) характером распространения ММП. Каждый классификационный признак определяет постановку геокриоло​гических задач и выбор математических методов их решения. Так, например, при монолитномерзлом строении и сплошном распростране​нии низкотемпературных ММП для. изучения закономерностей темпера​турного режима пород применяются методы решения задачи кондуктив-ной теплопередачи в одномерной постановке, а при прерывистой в плане и в разрезе конфигурации ММП возникает необходимость приме​нения, методов решения задачи, учитывающей конвективную составляю​щую теплообмена и неоднородность граничных условий.
Вопрос о соблюдении всех указанных норд при построении физи​ческих моделей актуален именно благодаря широкому использованию количественных методов в науке. На это обстоятельство многократ​но указывал В.А.Кудрявцев. Он уделял большое внимание методологии геокриологических исследований, основные положения которой были сформулированы им в ряде учебников по мерзлотоведению.
В заключение приводится табл. 2 с перечнем математических методов и указанием задач, решаемых с их помощью. Она помогает ориентироваться в последующих главах и дает представление о совре​менном состоянии проблемы в целом.
К постановке задач мерзлотного
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ММП морского генезиса
ММП, слагаю​щие между​речные равнины
верхние гра​ничные усло​вия опреде​ляются зо​нальным по​ложением участка, его ландшафтными особенностя​ми
ММП, слагаю​щие П над​пойменную террасу
верхние гра​ничные усло​вия определя​ются зональ​ными и азона​льными усло​виями в доли​не и ландшаф-ными особен​ностями
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необходимо учи​тывать фазовый состав воды в спектре отри​цательных тем​ператур, суще​ствование "зоны промерзания или "зоны" оттаива​ния.
мелкодисперсные ММП (суглинки и супеси)
допустимо принятие ос-редненных показателей состава и свойств по​род по раз​резу (раз​рез одноро​ден по лито-логическим особенностям пород, одно​слойная зада​ча)
ММП аллювиаль​ного генезиса
крупнодисперс​ные ММП (пески с прослоями супеси)
фазовый пере​ход воды про​исходит при 0°С на "фрон-те"
необходимо учи​тывать неодно​родность разре​за отложений, показатели сос​тава и свойств пород относятся к определенным слоям (многослой ная. среда)

сингенетичес​кие  ММП
wc » wп
с тонко- и час-
тослоистой
криотекстурой
необходимо учи​тывать просад​ку поверхности сопровождающую оттаивание
эпигенетичес​кие ММП с-мас​сивной крио​генной тексту-рой WC ≤ Wкр
положение по​верхности от​таивающего массива пород не изменяется
Таблица   I
прогноза на основе классификации ММП
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решения мерзлотных задач

Таблица 2
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метод провер​ки статисти​ческих гипо​тез

корреляцион​ный и рег​рессивный анализ

кластерный анализ

гидравличес​кие модели (ИГ-1)

электричес​кие модели (ЭИ)
решение во​проса о сход​стве и разли​чии геокрио​логических объектов, выявление "аномальных" объектов. Эта задача тесно связа​на с задачей ландшафтного районирова​ния.

прогнозные задачи гео​криологии. Задача о выявлении влияния различных факторов на строение и свойства геокриоло​гических объектов

задача ландшафт​ного, гео​криологи​ческого и оценочного районирова​ния терри​тории

задачи сезон​ного и много​летнего про​мерзания, и протаивания с учетом по​кровов; воз​можны двух-и даже трех​мерные вари​анты этих задач

чаще всего -задачи теп​лопровод​ности в случае двухмерно​го стацио​нарного температур​ного поля; возможно исследова​ние трехмер​ных полей, а также полей не​стационар​ных, но это требует рез​кого услож​нения конст​рукции элек​троинтегра​тора
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Таблица I
прогноза на основе классификации ММП
ММП морского генезиса
необходимо учи​тывать просад​ку поверхности сопровождающую оттаивание
ММП аллювиаль​ного генезиса
ММП, слагаю​щие мезду-речные равнины
верхние гра​ничные усло​вия опреде​ляются зо​нальным по​ложением участка, его ландшафтными особенностя​ми
ММП, слагаю​щие П над-пэйменную террасу
верхние Гра​ничные усло​вия определя​ются зональ​ными и азона​льными усло​виями в доли​не и ландшаф-ными особен​ностями


i сингенетичес​кие ММП
К постановке задач мерзлотного
мелкодисперсные ММП (суглинки и супеси)
необходимо учи​тывать фазовый состав воды в спектре отри​цательных тем​ператур, суще​ствование "зоны промерзания или "зоны" оттаива​ния
допустимо принятие ос-редненных показателей состава и свойств по​род по раз​резу (раз​рез однорот-ден по лито-логическим особенностям пород, одно​слойная зада​ча)
крупнодисперс​ные ММП (пески с прослоями супеси)
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эпигенетичес​кие ММП с мас​сивной крио​генной тексту-
положение по​верхности от​таивающего массива пород не изменяется
фазовый пере​ход воды про​исходит при 0°С на "фрон​те"
необходимо учи​тывать неодно​родность разре​за отложений, показатели сос​тава и свойств пород относятся к определенным слоям (многослой -нал среда)
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Современные математические методы
Таблица 2
гидравличес​кие модели (ИГ-1)
корреляцион​ный и рег​рессивный анализ
задачи сезон​ного и много​летнего про​мерзания, и протаивания с учетом по​кровов; воз​можны двух-и даже трех​мерные вари​анты этих задач
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решения мерзлотных задач
метод провер​ки статисти​ческих гипо​тез
прогнозные задачи гео​криологии. Задача о выявлении влияния различных факторов на строение и свойства геокриоло​гических объектов
решение во​проса о сход​стве и разли​чии геокрио​логических объектов, выявление "аномальных" объектов. Эта задача тесно связа​на с задачей ландшафтного районирова​ния

кластерный анализ
задача ландшафт​ного, гео​криологи​ческого и оценочного районирова​ния терри​тории

электричес​кие модели (ЭИ)
чаще всего -задачи теп​лопровод​ности в случае двухмерно​го стацио​нарного температур​ного поля; возможно исследова​ние трехмер​ных полей, а также полей не​стационар​ных, но это требует рез​кого услож​нения конст​рукции элек​троинтегра​тора
ГЛАВА П. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ МОДЕЛИ В ГЕОКРИОЛОГИИ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
§ I. Этапы моделирования
Количественному исследованию предшествует длительный и слож​ный процесс формирования физических представлений. Своими корнями этот процесс уходит в опыт, в наблюдение за развитием тех или иных процессов и явлений в природе, их моделирование в лаборатор​ных условиях. На определенной стадии накопленный опыт приводит к формированию модели процесса, которая выражает определенное пони​мание движущих сил развития процесса, его механизма и закономер​ностей. Этим открывается возможность привлечения, к исследованию рассматриваемого явления соответствующих законов физики, химии непосредственно или через специальные гипотезы, а также возмож​ность создания различного рода классификаций, построенных на ка​чественной или количественной основе. Естественно, что количест​венный анализ имеет дело не с реальным процессом или явлением, а с результатом более или менее далеко идущей схематизации. Степень такой схематизации зависит от поставленных целей, определяющих в первую очередь глубину анализа и полноту охвата влияющих на процесс факторов*. Однако, и это главное, при изучении объекта для данного региона на изучаемый период времени должны быть вы​делены главные факторы, а второстепенные во внимание, как прави​ло, не принимаются.. Например, для процессов сезонного промерза​ния-оттаивания наиболее сильнодействующими факторами, влияющими на интенсивность протекания этого процесса, являются: литология, тешюфизические свойства, плотность и влажность горных пород, мощность снежного и растительного покровов, климатические усло​вия региона. Важная особенность задач, рассматриваемых в мерзло​товедении, как видно из приведенного выше характерного примера, заключается в том, что криогенные процессы (впрочем, как и гео​логические и инженерно-геологические) реализуются и развиваются под влиянием большого числа разнородных факторов. Следовательно, типичными для математического описания таких процессов являются сложные по своей структуре дифференциальные, интегральные и ин-тегродифференциальные уравнения, включающие в себя множество различных параметров. Вторая трудность связана с пространствен​но-временной изменчивостью входной эмпирической информации, в частности свойств пород, что обусловливает необходимость исполь​зования на определенном этапе для обработки геокриологической
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информации статистико-вероятностных методов. Это приводит к соз​данию комбинированных детерминированно-стахостических моделей. Кроме этого, в особенности для задач палеореконструкций, регио​нального прогноза, зачастую необходим учет возможных качествен​ных изменений, происходящих в течение больших промежутков време​ни, которые, как правило, не удается реализовать в рамках единой математической модели. Поэтому создание взаимосвязанных эволюци​онных моделей процессов, а также моделей с обратной связью между входной и выходной информацией, несмотря на сложность их реализа​ции получит в будущем, по-видимому, большое распространение.
Таким образом, на первом этапе моделирования необходимо пра​вильно сформулировать задача, т.е. понять мезанизм явления или процесса, выделить главные факторы, определяющие его интенсив​ность и отсеять второстепенные, а затем непротиворечиво описать модель исследуемого процесса с помощью известных законов физики, химий, используя в ряде случаев и эмпирические соотношения.
§ 2. Механизм переноса тепла и массы
Как известно, интенсивность протекания различного рода крио​генных процессов зависит от геолого-географического строения дан​ного региона, а также от особенностей антропогенных и техногенных воздействий, В физическом плане это обусловлено взаимодействием, в первую очередь, температурных и массовых нолей, полей напряже​ний и деформаций, т.е. связано с переносом и превращением энер​гии и вещества в объеме пород при взаимодействии с окружающей средой.
Для описания процессов переноса тепла и массы обычно исполь​зуются общие законы термодинамики, в частности сохранения энер​гии, массы, импульса, закон производства энтропии и т.д.
Применение термодинамики для количественного описания про​цессов переноса обусловливается тем, что она позволяет абстраги​роваться от чрезвычайно сложной и многообразной картины тепло-массопереноса в породе, которая является многокомпонентной и многофазной системой, и использовать для количественного описа​ния небольшое количество обобщенных параметров таких как темпе​ратура, концентрация, давление и других.
В общем случае перенос энергии в горных породах осуществля​ется за счет кондуктивной теплопередачи, а также конвективного и лучистого теплообмена. Кондуктивная теплопередача реализуется
2 - 1060
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путем молекулярного (диффузного) переноса по компонентам породы, органо-минеральному скелету, поровым растворам и газам, и через контакты между ними. Лучистая - за счет радиационного переноса, вызванного разностью температур поверхностей пор, трещин, полос​тей. В подавляющем большинстве случаев доля тепла, переносимого этим механизмом, крайне незначительна.
Конвективная теплопередача осуществляется за счет процессов массопереноса, который в горных породах реализуется в основном двумя механизмами: молекулярным (диффузионным) и молярным. Моляр-ный механизм характеризует перенос объемов жидкости или газа,   как целого. Такой механизм переноса характерен для процессов филь-трации жидкости и газа под действием разности гидростатического давления, жидкости - за счет пьезонапора (различного положения в гравитационном поле).
Диффузионный механизм переноса реализуется за счет направ​ленного движения молекул (путем их соударений и обменом энергией и импульсом) под действием менисковых, осмотических массовых сил, сил электромагнитной природы и других. Применительно к переносу . влаги и солей в горных породах диффузионный перенос обозначается термином "миграция". Характерными примерами такого рода переноса является, например, перенос пара под действием разности парциаль​ных давлений и связанной воды (незамерзшей при отрицательных температурах) за счет различной величины поверхностного натяже​ния, кривизны менисков, плотности или толщины пленок жидкости, перенос солей в растворе за счет разности концентрации.
Таким образом, перенос тепла и массы в породах реализуется,
в основном, с помощью молярного и молекулярного механизмов. Тако​
го рода процессы являются частными примерами общих процессов пе​
реноса, теория которых развита в неравновесной термодинамике.
Согласно этой теории, любой процесс переноса характеризуется
двумя параметрами: потенциалом, определяющим интенсивность, и об​
общенным зарядом, представляющим субстанцию переноса. Для широ​
чайшего диапазона условий связь термодинамических потоков
и градиентов потенциала (обобщенных сил Хn  ) принимается   
линейной

Ii =LinXn
(1)
где Lin  - кинетический коэффициент Оназагера.
I
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Простейшим видом такой связи являются законы Фурье и Фика,
устанавливающие связь между градиентами потенциалов переноса тем​
пературы t и концентрации вещества ρ0W  и, соответственно,
потоками тепла и массы
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где λ и К   - коэффициенты теплопроводности и диффузии влаги, соответственно, ρQ - объемная масса скелета.
В эту же схему укладываются закон Дарси для описания фильт​рации жидкостей, закон Ома для потоков электрической энергии (то​ка), а также соотношения для смешанных и перекрестных явлений, например, термодиффузии, бародиффузии, термоэлектрический эффект и т.д.
В силу неоднородности пород их тепловые, массопроводные, электропроводные и другие свойства, есть величины эффективные для выбранного объема и определяются либо экспериментальным пу​тем, либо расчетным, в соответствии с определенной моделью пород и используя данные по свойствам их компонентов.
Законы Гука и Ньютона для определения нормального и касатель​ного напряжений в жидкостях, в которых давление распространяется по типу гидростатического и описывается шаровым тензором, тоже могут трактоваться, как термодинамические соотношения типа (I). Следует иметь в виду, что вышеизложенное справедливо только для изотропных систем, для которых справедлив принцип Кюри, согласно которому ограничивается "прямая связь" (феноменологический закон) между термодинамическими силами и потоками различной тензорной размерности, т.е. между собой могут быть связаны только все ска​лярные или только векторные, или тензорные потоки и силы.
Законы Фурье и Фика в простейшей форме (2) и (3) могут быть
использованы лишь для описания достаточно низкоинтенсивных процес​
сов переноса тепла и массы. Хотя для естественных природных усло​
вий :
залегания пород характерны именно такие
процессы.1 Кроме того, закон Фурье в форме (2) описывает кондук-
• Установлено, что нарушения закона Фурье имеют место лишь при очень высокоинтенсивных процессах, как, например, при высвобож​дении потоков энергии при ядерных реакциях, при воздействии мощного импульсного лазерного облучения и т.д.
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тивный теплоперенос в однородной среде. В реальных горных породах практически всегда содержится некоторое количество жидкой фазы, состав которой и ее количество может изменяться в пространстве, что приведет к возникновению процесса массопереноса в среде. В этом случае соотношение (2) должно быть дополнено членом, учи​тывающим диффузию.
Закон Фика в форме (3) справедлив, в свою очередь, только для изотермических условий. В противном случае возникает пере​крестный эффект, учитываемый добавлением в уравнение (3) допол​нительного члена, описывающего добавочный поток массы за счет неравномерности поля температур.
Если рассматривается диффузия в многокомпонентной среде, то для расчета интенсивности переноса соотношение Фика можно исполь​зовать лишь в том случае, когда поток каждого вещества в раство​ре зависит только от градиента кто собственной концентрации (приближение независимой диффузии). Приближение независимой диф​фузии строго обосновано для трех случаев: а) бинарной диффузии (раствор состоит из двух компонент); б) разбавленного раствора (смеси), содержащего большой избыток одного из компонентов, кон​центрацию которого можно считать постоянной; в) для случая, ког​да коэффициенты диффузии всех компонент близки по величине. Если эти условия невыполнены, то возникают сложные явления многокомпо​нентной диффузии.
Уравнение (3) характеризует молекулярный механизм переноса, когда длина свободного пробега молекул диффундирующего вещества много меньше характерных линейных размеров области, в которой происходит этот перенос. Для конденсированных фаз влаги, льда и объемной (свободной) воды в породах дискретность структуры обычно во внимание не принимается, т.е. они рассматриваются как сплошные среды. Для влажного воздуха или газа, находящегося в порах, право​мерность такого макроскопического понимания ограничена требовани​ями, чтобы длина свободного пробега молекулы парообразной влаги в воздухе была мала по сравнению с радиусом капилляра или поры. Это условие нарушается в ультракапиллярах тонкодисперсных пород (< 10-5 см), в которых массоперенос реализуется с помощью механизма, называемого эффузионным, который характеризуется пре​обладанием соударений молекул пара со стенками капилляров, а не между собой. Этот вид паропереноса может иметь место в неводона-сыщенных породах. Он описывается с помощью соотношений молекуляр-но-кинетической теории и учитывается крайне редко.
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Сложнее обстоит дело с вопросом о применимости уравнния диф​фузии в форме (3), для описания переноса связанной (незамерзшей) воды. Во-первых, возникают трудности с самой термодинамической трактовкой понятия, фазы, как совокупности частей одинаковых по физическим и химическим свойствам, для этой категории влаги в по​родах, обладающей концентрационной и структурной неоднороднос​тью. Наличие неоднородности, а также структурных несовершенств может сильно влиять на интенсивность и направление диффузионного процесса как за счет изменения, энергии диффундирующих молекул в поле действия дально- и близкодействующих поверхностных сил мине​рального скелета и льда, так и за счет локального изменения вели​чины коэффициента диффузии. Во-вторых, в случаях, когда диффузион​ные процессы протекают одновременно с фазовыми превращениями, де​фекты структуры вновь образующихся зародышей новой фазы приводят к возникновению локальной фазовой неустойчивости, сопровождающей​ся переносом, при сохранении макроскопического равновесия в осталь​ных частях порового пространства. В силу указанных причин, при использовании соотношения типа (3) для описания миграции, связан​ной воды, необходимо учитывать, что коэффициент пропорциональнос​ти К уже не характеризует диффузию, а является эффективной величиной, зависящей как от самого потенциала переноса (влажности), так и от его градиента.
§ 3. Уравнение теплопроводности и его модификации
Выражения типа (2 или 3) позволяют оценить значения потоков энергии и массы для установившегося режима переноса. Однако в по​давляющем большинстве случаев необходимо знание динамики полей температуры, концентрации, давления: и т.д. Поэтому в основу ис​следования следует положить уравнения., определяющие потенциал как функцию координат пространства, времени и физических конс​тант, существенных для: процесса, т.е. необходимо составить урав​нение для. нахождения поля потенциала на любой момент времени.
Рассмотрим вывод такого уравнения на примере дифференциаль​ного уравнения теплопроводности1. По первому закону термодинамики количество тепла dQ , подведенное извне к элементарному объе​му однородной и изотропной породы dV , -равна изменению его внутренней энергии dU плюс работе, совершаемой внешними сила-ми dA
1 Рассматривается упрощенный вывод уравнения для, одномерного случая.
2х - 1060
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[image: image17.jpg]dq=duU+dA (4)




В случае, если работа внешних сил равна нулю (dА = 0), а деформация рассматриваемого объема, связанная с изменением тем​пературы, мала, подводимое к нему тепло, например, по оси X рав​но разности тепловых потоков, прошедших через грань площадью F за время dτ  :
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Функция Iqx + dx является непрерывной в рассматриваемом интерва​ле и может быть разложена в ряд Тейлора:
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Ограничиваясь двумя первыми членами ряда (6), уравнение (5) запи​шется в виде
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Полученное извне тепло dQ  идет частично на изменение тем​пературного поля в объеме породы, пропорционально величине ее объемной теплоемкости Сρ , и частично на фазовые и химические превращения, если они имеют место. Такие превращения сопутству​ют таким процессам как, например, промерзание, оттаивание, испа​рение, конденсация, растворение, обмен и другим, в которых проис​ходит выделение или поглощение тепла. В случае, если эти источни​ки (стоки) энергии распределены по объему равномерно, и учитывая, что температура есть функция координат и времени, имеем
[image: image22.jpg]%ﬂdvdt a(tc) dVde + g dvdT - ©




; В силу соотношения (4,7,8), а также dV = F dx  имеем
Подставляя выражение для интенсивности теплового потока из (2) и преобразуя его, получаем вид одномерного уравнения теплопро​водности
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Источники энерговыделений в объеме породы могут быть обус​ловлены и другими факторами, например, радиактивным распадом, раз​личными приемами тепловой мелиорации (электро- и паровая оттайка мерзлых пород).
Таким образом, уравнение для нахождения температурного поля имеет вид дифференциального уравнения в частных производных вто​рого порядка - уравнения параболического вида. Для наиболее обще​го трехмерного случая это уравнение имеет вид:
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В. случае, если рассматривается тешюперенос в неоднородном массиве, величина коэффициента теплопроводности которого λ из​меняется в различных направлениях, первый член в правой части (II) должен быть раскрыт согласно правилам умножения тензора на '
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Если рассматривается распространение тепла в изотропном мас​сиве или квазиизотропном (массив характеризуется эффективной ве​личиной λ ), то коэффициент теплопроводности является скаляром. Для часто встречаемого в практике случая распространения, тепла в слоистых средах, коэффициент λ  может меняться по координате. В этом случае по правилам дифференцирования сложной функции и ум​ножения скаляра на вектор имеем:
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(символ, обозначающий операцию суммирования, вторых производных от скалярной величины по направлениям).
В случае, когда массив рассматривается, как изотропный и одно-одный ( λ - не меняется по координате, а Сρ  не зависит от времени), уравнение теплопроводности приобретает вид:
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а при условии отсутствия внутренних источников - в уравнение Лап-
ласа:
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Теплофизические характеристики породы λ , Сρ , а также-мощность источников тепловыделений qv может изменяться не только по координатам и во времени, но и от температуры - само​го потенциала переноса тепла. В этом случае уравнение теплопро​водности является нелинейным. Если рассматриваемые параметры не зависят от температуры, то уравнение теплопроводности - линейное. Если λ  и Сρ  зависят от температуры, а qv — не зависит, или зависит линейно, то такое уравнение называют квазилинейным.
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Например, для одномерного случая:

Приведенные выше модификации уравнения теплопроводности за​писаны в прямоугольных (декартовых) координатах. Для ряда задач общего и инженерного мерзлотоведения, например, моделирования процессов промерзания-оттаивания, пород вокруг трубопроводов, представляется целесообразным использовать Другие системы коорди​нат, в данном случае - цилиндрические. Уравнение теплопроводнос​ти без источников для случая осевой и сферической симметрии в цилиндрических, сферических и прямоугольных координатах будет иметь вид:
[image: image30.jpg](18)




где R - радиус-вектор, а n коэффициент, равный соответ​ственно n = 0 - для пластины (плоский случай R = X .),n =  1 -для цилиндра (случай цилиндрической симметрии); n = 2 - для сфе​ры (случай сферической симметрии).
Раскрывая уравнение (18) по правилу дифференцирования сом​ножителей, получим частный вид уравнения, теплопроводности для трех рассматриваемых случаев.
Приведенные модификации уравнения теплопроводности описывают процесс распространения тепла в объеме пород и устанавливают оп​ределенное соответствие между скоростью изменения температуры в каждой данной точке, т.е. локальной производной температуры во времени ∂t/∂τ и кривизной температурной кривой, определяющей
интенсивность изменения градиента температуры по налравлению какой-либо оси, например, X (здесь ∂2t/∂2x - мера кривизны). В однород​ном массиве, теплоперенос в котором описывается уравнением (14), коэффициент пропорциональности между указанными производными но​сит название коэффициента температуропроводности a=λ/Cρ. Его величина определяет темп перестройки температурного поля., харак​теризуя температурную инерционность данной среды.
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§ 4. Уравнение переноса влаги
Уравнение диффузионного переноса массы как в газообразной, так и жидкой фазах описывается уравнением, аналогичным уравнению теплопроводности. Для. однородного массива при наличии источника массы мощностью qw, это уравнение имеет вид:
[image: image31.jpg](19)




Уравнение конвективного переноса массы применительно к пе​ремещению жидкой или газовой компоненты, описывается уравнением движения Навье-Стокса, которое является частным случаем закона
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торная сумма всех сил при равновесии равна нулю, а следовательно можно записать:
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где V - вектор скорости, ν - коэффициент внутреннего тре​ния (кинетический коэффициент вязкости), Р - гидростатическое давление, g - ускорение силы тяжести, ρ3 - плотность жид​кости, DV  - субстанциональная (полная) производная, равная:
[image: image34.jpg]DV _dv
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Уравнение фильтрации, которое обычно используется для, опи​сания движения влаги в породе, является частным случаем уравне​ния движения (20).
Сравнение вида уравнений переноса влаги и массы, в частнос​ти уравнений (14) и (19) без учета источника и уравнения (20), без учета гидростатического и пьезонапора, является иллюстрацией к ранее изложенным положениям о физическом подобии такого рода процессов. Математическая структура этих уравнений, а также уравнений электропроводности, является подобной, что обусловли-
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вает применение аналоговых устройств (гидро- и электроинтеграто​ра, ЭГДА, ЭТА и другие аналогии) при исследовании электрических, тепловых, газодинамических и гидравлических процессов. При этом кинетические коэффициенты переноса: коэффициент температуропро​водности " а ", диффузии - К , вязкости - ν и электропровод​ности - ε имеют одинаковую размерность (линейный размер в квадрате деленный на единицу времени), а для одноатомных тазов их значения вообще одинаковы и приблизительно равны одной трети
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Подобная ситуация в газах обусловлена одним и тем же физи​ческим механизмом переноса, в силу того, что перемещающаяся моле​кула газа переносит и свою энергию, и свою массу, импульс и заряд, если она не электронейтральна. В твердых телах и жидкостях этот механизм комбинируется с другими (фононная проводимость решетки, трансляционное движение и др.), в результате чего в этих средах величины кинетических коэффициентов могут существенно различаться между собой.
Характерной особенностью уравнений (14,19,20) является неза​висимость от абсолютной величины потенциала переноса (температу​ры, концентрации, давления), поскольку все уравнения содержат потенциал под знаком дифференциального оператора, значения кото​рого не изменяются при смещении точки отсчета потенциала на любую постоянную величину. В этой особенности отражаются основные фи​зические свойства процессов перераспредедения теплоты и массы все​цело обусловленные неоднородностью полей потенциалов в независи​мости от их абсолютного уровня.
§ 5. Краевые условия
Дифференциальные уравнения переноса дают представления, в са​мом общем виде, о физическом механизме большого класса процессов, вследствии чего они имеют бесчисленное множество решений. Чтобы из этого множества выделить конкретное интересующее нас и одно​значно характерирующее рассматриваемый процесс решение, необходи-
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мо к основным уравнениям присоединить условия единственности ре​шения или иначе краевые условия. Эти краевые условия (начальные и граничные), отражающие индивидуальность явления, связаны с гео​метрией и физическими свойствами системы, например, массива по​род, его состоянием к моменту возникновения процесса (начальным состоянием), влиянием окружающей среды. Они. могут быть заданы в виде закономерностей, полученных на основании обобщения экспе​риментальных данных и наблюдений. Система основных уравнений сов​местно с краевыми условиями носит название краевой задачи.
Дифференциальное уравнение теплопроводности (диффузии, филь​трации) - есть уравнение первого порядка относительно временной переменной τ и, следовательно, достаточно задания в начальный момент некоторой функции to = f (х, y, z, 0),  которая описывает нача​льное распределение температур в массиве. Возможны случаи, когда можно пренебречь учетом начальных условий. К такому случаю сво​дится задача о периодически установившемся температурном режиме в массиве пород когда по истечению большого промежутка времени, температура в каждой точке массива меняется по периодическому за​кону с частотой, совпадающей с частотой колебаний воздуха на по​верхности.
Вообще начальные условия, как правило, оказывают существен​ное влияние лишь на первой стадии нестационарного процесса, а начиная с определенного момента наступает режим, названный регу​лярным, при котором распределение температур определяется уже граничными условиями и не зависят от начальных.
Вид граничных условий может быть самым разнообразным: алгеб​раическим, дифференциальным, в виде интегральных уравнений, в за​висимости от описываемых условий. Наиболее типичными являются условия, именуемые граничными условиями I, П и Ш рода.
Граничное условие первого рода - это задание на границах области закона изменения температуры (потенциала) во времени:
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Эта функция задается, в некотором временном отрезке τ0 ≤τ  ≤  θ , где θ - промежуток времени, в течение которого исследу​ется процесс и необходимо найти функцию f (х, y, z, τ) удовлетво​ряющую внутри области основному уравнению и принимающему на гра-нице заданное значение (24). Для случая, описываемого уравнени-
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ем Лапласа (16), эта задача носит название задачи Дирихле.
Граничные условия П. рода (вторая, краевая задача) обусловли​вают задание на границе закона изменения, теплового потока:
[image: image38.jpg])\%lf{(x,y,z,tr,‘t) . (25)




Для уравнения Лапласа эта задача называется задачей Нейма​на.
Граничные условия III рода (третья, краевая задача) задают ли​нейную комбинацию между производной и функцией. Для тепловых про​цессов этот случай описывает определенный тип теплообмена между массивом и воздушной средой, температура которой задана tcp (закон Ньютона).
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где величина α  носит название коэффициента теплообмена (для аналогичного уравнения массопереноса, в котором в качестве потен​циала может выступать, например, влагосодержание, эта величина носит название коэффициента влагообмена β).
Для описания процессов тепломассопереноса в неоднородных средах, например, в многослойных массивах, часто используют гра​ничные условия, называемые иногда в литературе "граничными усло​виями IV рода" и обозначающими условия сопряжения потоков тепла или массы на границе с различными физическими свойствами λ7 α,
Сρ и условия непрерывности потенциалов переноса. Для описания теплопереноса в двух слоях (1 и 2) они имеют вид:
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Соотношение (27) является, условием совершенного теплового контакта. Однако часто приходится иметь дело со случаями, когда приходится учитывать либо термическое сопротивление контакта Rq :
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либо на поверхности контакта при определенной постоянной темпе​ратуре происходят фазовые, структурные или химические превраще-
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ния, сопровождающиеся выделением теплой:
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где  q  - функция плотности теплового потока источника.
Для задач промерзания-оттаивания пород соотношение вида (29) является условием на подвижной границе раздела фаз влаги и носит название "условие Стефана", а вместе с основным уравнением тепло​проводности -     задач типа Стефана.
Граничные условия, как и основные уравнения, могут быть линейными и нелинейными. Нелинейность граничных условий связана с зависимостью от самого потенциала (температуры, влажности и т.д.), коэффициентов тепло- и влагообмена, плотности, тепловых и влажностных потоков. Такое условие, как условие Стефана, по своей структуре является нелинейным. Другим примером задачи с нелиней-ными граничными условиями является специфическое, имеющее место только для процессов теплопереноса, условие, когда на границе дей​ствует закон Стефана, вписывающий процесс теплопередачи путем из​лучения:
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где ε - степень черноты границы (поверхности), σ - постоян​ная Стефана-Больцмана, Т, Тср - абсолютные (в шкале Кельвина) температуры поверхности и среды, соответственно.
§ 6. Тепломассоперенос в массивах горных пород
Рассмотренные выше основные уравнения описывают механизм переноса тепла и массы при отсутствии взаимодействия между ними. В то же время процессы тепломассопереноса в талых, промерзающих и мерзлых грунтах, как правило, протекают совместно и являются взаимосвязанными. Поэтому математическое описание таких процессов осуществляется уже системой основных уравнений с взаимосвязанными краевыми условиями.
Допустим, что рассматривается процесс тепловлагопереноса в произвольном объеме породы, в котором могут происходить фазовые переходы, например, промерзание-оттаивание. Влагоперенос реализу​ется за счет потоков мигрирующей и фильтрующейся влаги, направле-
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ние которых может и не совпадать. Такой процесс описывается сис​темой уравнений типа (10,19,20), в которые необходимо добавить параметры, отражающие взаимное влияние этих процессов. Так, в уравнение теплопроводности вида (I0), описывающее процесс кондук-тивной теплопередачи, необходимо добавить члены, характеризующие конвективный перенос тепла за счет диффузионного потока влаги ин​тенсивностью,  I3, пропорционального градиенту температур и теплоемкости Сρ3 , а также член (в левой части), учитывающий теп-лоперенос за счет фильтрации, величина которого пропорциональна скоростям V3  потока и изменению температуры по направлению. С другой стороны, наличие поля температур в свою очередь, может привести к возникновению дополнительного потока влаги, пропорцио​нального скорости изменения градиента температуры (коэффициент пропорциональности носит название термоградиентного δт ), что должно найти отражение в уравнении диффузии (19). Мощность источ​ника массы  qw, обусловленного фазовым переходом, будет пропор​циональна изменению влажности (льдистости) породы во времени (qw= ∂(ρ0w)/∂τ, w = w34,w42, w34). C учетом того, что потенциал мигрирую​щей влаги в обеих фазах одинаков, можно записать систему основных уравнений, описывающих тепловлагоперенос для данного случая, сле​дующим образом
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соответственно к минеральному скелету, воздуху, водяному пару, жидкой фазе (незамерзшей) воде, льду.
Поскольку число неизвестных в приведенных трех уравнениях (31-33) равно четырем ( t, W, V , Р ) к ним необходимо до-
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бавить еще одно уравнение. Замыкание системы осуществляем с по​мощью уравнения неразрывности фильтрационного потока (сплошности) которое для: несжимаемой жидкости при полном влагонасыщении пород имеет вид:
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Принцип построения системы основных уравнений тепломассопе-реноса (31-34) может быть использован для описания большого спек​тра задач развития геокриологических процессов в различных поро​дах: скальных, крупноблочных, дисперсных и т.д. Все будет опреде​ляться конкретным условием протекания процессов переноса тепла и массы, фазовых переходов и т.д., что отражается в структуре таких членов уравнений, как функция источника, конвективные добавки, а также в структуре краевых условий задачи. В частности, ввиду от​носительной сплошности скальных горных пород влагопереносом, в основном, пренебрегают (отсутствуют уравнения 32-34), а уравнение (31) сводится к наиболее простому случаю - уравнению кондуктивной теплопроводности без источника. В крупнообломочных и трещиноватых породах перенос тепла происходит в основном кондуктивным механиз​мом   , фильтрацией (инфильтрацией) влаги, воздушной конвекцией. Доля потоков тепла и массы, переносимых диффузией пара и влаги в заполнителе, часто несопоставима с долей переноса фильтрационным механизмом. В этом случае отсутствует уравнение (32), а в уравне​нии энергии (31) - члены, обусловливающие диффузионный теплопере-нос.
В дисперсных породах, в особенности тонкодисперсных, при на​личии фильтрации, миграционными потоками часто пренебрегать уже нельзя. При отсутствии фильтрации (уравнений 33 и 34), система основных уравнений состоит из соотношений (31) и (32) без конвек​тивной составляющей в левой части.
§ 7. Уравнения переноса при наличии фазовых и химических превращений
Промерзание-оттаивание является сложным процессом, реализую​щимся в основном за счет энергии, привносимой извне, и сопровож​дающимся тепло- и массопереносом, а также возникновением фазовых и химических превращений, напряжений и деформаций в массиве пород. Система уравнений, описывающая наиболее общий случай, крайне сложна и, кроме того, на сегодняшний день общепринятой модели нет
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Поэтому рассмотрим наиболее простой случай промерзания без учета миграции влаги и механических взаимодействий. Основные представ​ления, допускающие возможность количественного описания, сводят-, ся к следующему. С момента времени τ > 0 при условии, что темпе​ратура на поверхности будет ниже температуры замерзания поровой воды t < t3  начинается процесс образования зоны промерзания мощность которой во времени возрастает, а мощность талой зоны уменьшается. Для. грубодисперсных пород характерно существование резкой границы раздела зон (двухзонная модель). Фазовый переход (кристаллизация) здесь происходит на подвижной границе ξ (τ) . Тепло на фазовые переходы транспортируется путем теплопроводности через мерзлую и талую зоны с теплопроводностью λм и λт Система уравнений для однородного полубесконечного массива в од​номерной постановке имеет вид:
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В качестве краевых условий, например, можно записать:
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начальное условие в мерзлой зоне в талой зоне 
граничные условия
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особые условия на подвижной границе раздела зон ε(τ)
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которые заключаются в условии неразрывности температуры (потен​циала) и уравнения баланса тепла на подвижной границе. Условие
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В такой постановке задача однофронтовая.
При рассмотрении сезонного или многолетнего промерзания.,
необходимо рассматривать многофронтовую постановку, где n -
число зон, n-i - число подвижных границ. В каждой из зон
( i = I, 2
   ) рассматриваются уравнения.:
[image: image51.jpg]



[image: image52.jpg]tc (Eta)q‘r)=ti+1 (E 'L(/':)>'t) =t5




условия, на подвижных границах
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Если первая зона с поверхности мерзлая, то условие на под​вижных границах запишется в виде (40), если талая, то правая часть уравнения. (40) берется с обратным знаком.
В тонкодисперсных породах фазовые переходы происходят в спектре отрицательных температур, причем на фронте при темпера​туре замерзания, кристаллизуется лишь свободная (несвязанная) часть влаги, а остальная: часть кристаллизуется в мерзлой зоне, при более низких значениях, согласно кривой равновесия незамерз-шей воды (льдистость) W3 = f(t).    Следовательно, действую​щий в мерзлой зоне источник (сток) энергии можно представить в виде:
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а уравнение теплопроводности в этой зоне будет иметь вид (II). После подстановки в него соотношения. (41) и приведения подобных членов уравнение (II) приобретает вид:
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где
эффективная: (с учетом тепла на фа-
зовыи переход в спектре отрицательных температур) теплоемкость.
Уравнение (42) совместно с (36), которое описывает темпера​турное поле в талой зоне породы, являются основными уравнениями задачи о промерзании тонкодисперсных пород. В силу того., что на фронте выделяется только та часть энергии, которая идет на крис​таллизацию свободной влаги, условие на подвижной границе в этом случае будет иметь вид:
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Промерзание (оттаивание), или другой мерзлотный процесс, мо​жет сопровождаться также и химическими реакциями, например, раст​ворения, обмена, окислительно-восстановительными и т.д. Система уравнений тепловлагопереноса тогда усложняется как за счет добав​ления новых уравнений, характеризующих кинетику реакций, так и за счет изменения структуры основных уравнений переноса. Напри​мер, если процесс промерзания сопровождается химическими реакция​ми, то это найдет свое отражение в появлении в правой части уравнений (42) дополнительного члена Lp∂θ/∂τ , обусловленно​го выделением энергии при взаимодействии реагирующих компонен​тов (  Lр - удельный тепловой' эффект реакции). Введение новых переменных приводит к необходимости замыкания системы с помощью уравнений, в качестве которых могут использоваться, например, кинетические уравнения первого порядка, связывающие прямо пропор​ционально скорость химической реакции ∂θ/∂τ с разностью на​чальной и текущей концентрации веществ (θН , θ)
где  К  - кинетический коэффициент (константа реакции)•
Особые условия на поверхности раздела фаз и реагирующих веществ обычно задают с помощью балансовых соотношений энергии и массы (концентрации) веществ записанных в дифференциальной или интегральной форме.
Другой характерный случай возникает, когда фазовые переходы сопровождаются адсорбционно-десорбционными процессами, что проис​ходит при обезвоживании пород как при отрицательных, так и поло​жительных температурах под действием разности упругостей водяных паров. Такие задачи также характеризуются наличием подвижных гра​ниц. При отрицательных температурах для однородного массива услов​но выделяются три зоны: десорбции - 0 - ξ (τ), фазового перехода (сублимации) ξ(τ)- h (τ)  и зона, не подверженная обезвоживанию. Влага транспортируется к поверхности зоны десорбции в основном в паро​вой фазе диффузионным механизмом, а в зоне фазовых переходов комбинированным путем за счет диффузии в паровой и жидкой фазах, а также за счет последовательного ряда микроиспарений - микрокон​денсации в порах. В качестве потенциала переноса влаги в обеих зонах использована величина плотности (упругости) водяных паров Р2 , а не концентрация незамерзшей воды и льда, поскольку эти величины не являются потенциалами переноса при отрицательных темпе​ратурах.
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Уравнения переноса (в одномерной постановке) для выделенных зон имеют вид:
[image: image60.jpg]



Система замыкается уравнениями состояния (для. парогазовой среды) и энергии связи. Последнее для зоны десорбции отвечает адсорбционному равновесию, а в зоне фазовых переходов равновесию лед - незамерзшая вода
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где qдес, qкон - теплоты десорбции и конденсации соответствен​но, φ = P2/Ps  - относительная влажность парогазовой среды; Рs -упругость насыщенных паров при данной температуре, R - газовая постоянная; Р2,Т  - давление и температура в °К соответствен​но,   Kn - коэффициент диффузии паров, Кэф - эффективный коэффициент влагопереноса. Наличие в зоне фазовых переходов и льдистой зоне источников тепла, обусловленных процессами замер​зания незамерзшей воды (оттаивания льда), учитывается величиной эффективной теплоемкости:
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где qпл  - теплота плавления (замрания). 
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ГЛАВА Ш. АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕШЮПЕРЕНОСА В ГЕОКРИОЛОГИИ
§ I. Основные методы решения задач о распространении
тепла в полуограниченной среде I. Постановка задачи. Классическое решение
Задача,которую мы будем рассматривать, является идеализацией реального процесса распространения тепла в тонком, длинном, одно​родном, изотропном стержне, изолированном с боковой поверхностиъ при условии, что влиянием температурного режима на одном из концов можно пренебречь.
Пусть в начальный момент времени τ = 0 температура стержня задается функцией  U0(x) , а на его конце при τ = 0 поддержи​вается температура f0(τ). Тогда распределение температуры t(x,τ) является решением следующей задачи:
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где Cρ - теплоемкость,  λ - коэффициент теплопроводности, которые будут считаться константами.
Классическим решением задачи (I) - (4) называется непрерыв-
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условиям (I) - (4). Необходимое условие существования классическо​го решения задачи (I) - (4) - выполнение условий согласования на​чальных и краевых данных f0(0)=U0(0).
В курсе уравнений математической физики доказывается, что классическое решение задачи (I) - (4) существует, единственно и непрерывно зависит от начальных и краевых данных.
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2. Автомодельные решения
Для практических расчетов важную роль играют автомодельные решения задачи (I) - (4) при постоянных начальных Uo-const и краевых условиях f0 - сonst.
Легко увидеть, что уравнение (I) не изменит своего вида, ес​ли мы перейдем к новым переменным X'=dx,τ'=d2τ, поэтому будем искать решение задачи в виде
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Подставляя эти соотношения в уравнение (I) и сокращая на множи​тель U0//4τ получаем уравнение
откуда следует, что автомодельное решение задачи (I) - (4) запи​сывается в виде
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Отметим, что найденное решение не определено в точке (0,0), поэтому его нужно понимать в более общем смысле, чем классическое. Решения задачи (I) - (4) в классе кусочно-непрерывных функций рассматриваются в [I5].
3. Задача без начальных данных
Из экспериментов известно, что после значительного промежутка времени влияние начальных данных (2), мало сказывается на поведении функции t(x,τ) поэтому возникает задача о распространении крае​вого режима. В практике наиболее часто в краевом условии встреча​ется функция f(τ)=A cos ωτ, а найти нужно ограниченное решение уравнения (I).
Перейдем к комплексным решениям уравнения (I) с краевым усло​вием
[image: image69.jpg]t(0,T)=Aexp(iw®T)

9)




и будем искать решение этой вспомогательной задачи в виде
[image: image70.jpg]t(x,T)=Aexp (cx+pT) , (10)




где α, β   - некоторые неопределенные пока константы. Из урав​нения (I) и краевых условий (9) получаем соотношения.
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откуда
Подставим полученные значения α, β  в равенство (10) и выделим его вещественную часть
[image: image73.jpg]t(x,T)=Aexp (X Vw/2a®x) cos (wT tVw/2a® x) .




Очевидно, что она удовлетворяет условию t (0,τ)=A cos ωτ, а знак перед корнем квадратным может быть только минус, поскольку реше​ние должно быть ограниченной функцией переменной X . Таким об​разом решение задачи без начальных условий записывается в виде
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Из наших рассуждений также видно, что решение задачи без началь​ных условий с краевым режимом f0(τ)  = A sin ωτ имеет вид
[image: image75.jpg]t(xT)=A exp (- Vw2 X) sin(wT - Vw/2aX).




4. Решение задачи о распространении тепла с помощью преобразования Лапласа
Одним из эффективным методов получения явных формул для реше​ний линейных уравнений с частными производными является преобразо​вание Лапласа. Напомним его определение и основные свойства [7].
Пусть на полуоси [0, ∞) задана действительная кусочно-диф​ференцируемая функция f(τ), р - комплексное число, тогда выра-
жение
[image: image76.jpg]2
F(p):jexp(«p’t)f(v)d’t (12)




называется преобразованием Лапласа функции f(τ). Очевидно, что интеграл (12) сходится при Rep > σ,  если функция f(τ) удов​летворяет неравенству |f(τ)|≤ Мехр στ причем  F является аналитической функцией переменной р  в области Rep > σ. Обратное преобразование Лапласа задается интегралом
[image: image77.jpg]‘F(T)J_ Jtleo
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где контур интегрирования - прямая., параллельная мнимой оси, ле- жащая в области сходимости интеграла (12). Интеграл в (13) пони​мается в смысле главного значения и определяет функцию f(τ) по ее преобразованию Лапласа F(p)  в точках непрерывности f(τ). Для краткости соотношение (12) будем записывать символом
[image: image78.jpg]f®)=F(p) .




Функцию f(τ) будем называть оригиналом, а f(р)  - ее изо​бражением.
Нам потребуются следующие простые свойства преобразования
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Лапласа [7] :

(линейность) • (теорема умножения)
(дифференцирование оригинала)
Согласно свойству 3° операция дифференцирования в пространст​ве оригиналов переходит при применении преобразования Лапласа в более простую операцию умножения на независимую переменную в про​странстве изображений. Указанный факт лежит в основе применения преобразования Лапласа к дифференциальным уравнениям и будет ис​пользован нами для решения задачи (I) - (4) с нулевыми начальны​ми данными и краевыми условиями вида
[image: image81.jpg]$4(T)=Acos 0T .




Применим преобразование Лапласа по переменной τ к обоим частям равенства (I) (мы предполагаем, что соответствующие интегралы сходятся), тогда по свойствам 1°, 3° получаем дифференциальное уравнение для изображения функции t0(x,τ)
[image: image82.jpg];*—; 60 =pTo(x5p) 5 X (0,+) (1)




с начальным условием
[image: image83.jpg]il (0;p_)=ATexp (-pT) cos wT dT = F’:—'fma . (15)
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Кроме того, из ограниченности (4) функции t0(x,τ)  вытекает ограниченность ее изображения
[image: image84.jpg]Xp ("‘PL)t (x,0)dt|<
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Общее решение уравнения (14) записывается в виде
[image: image85.jpg]To (x,P) =cexp (Vp ) + pexp (- VP &), ReVp>0,




где α , β  - произвольные константы. Из условия ограниченнос​ти (16) имеем α = 0, а начальное условие (15) позволяет опреде​лить константу β = Ар/(р2+ ω2), поэтому для Т0(х,р) будем иметь
[image: image86.jpg]Tolx,p)= *zexp( Vo £).




Возвращаясь в пространство оригиналов, получаем нужнoе выражение для температуры
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Используя свойства 2°, 5°, получаем ответ в форме интеграла Дюаме-
ля
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Для изучения свойств функции t0(x,τ) выражение (18) не
всегда удобно, мы найдем другое представление для нее с помощью методов теории функций комплексного переменного. Заметим, что функция Т0(х,р) имеет точку ветвления р = 0, простые полюса p=±iω и рассмотрим контур  Гr , изображенный на рис. I.
Внутри этого контура Т0(х,р) однозначна, по теореме Коши о вы​четах
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Интеграл по окружности радиуса ε   стремится к нулю, так как функция под знаком интеграла ограничена в окрестности точки р = 0, а длина окружности стремится к нулю при ε → 0. Интегра​лы по отрезкам DE и FG  стремятся к интегралам по отрица​тельной полуоси (по верхнему и нижнему берегам разрезов), а инте​грал по отрезку ВН  стремится к интегралу в правой части ра-
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5. Метод разделения переменных
При решении эволюционных задач математической физики наиболее распространенным и разработанным является метод разделения пере-
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менных. Мы применим его для решения однородной краевой (т.е. f0(τ) ≡ 0 ) задачи (I) - (4).
Сначала мы решим одну вспомогательную задачу. Для этого про​должим функцию U0(x) нечетным образом относительно точки х = 0 на левую полуось, т.е. U0(-x)  = -U0(x), х > 0 и получившуюся функ​цию обозначим через V0(x). Отметим, что при согласованных на​чальных и краевых данных  U0(x) обращается в ноль при х = 0, поэтому V0(x) будет непрерывной функцией. Кроме того, потребуем дополнительно, чтобы функция U0(x) была интегрируемой на полу​оси, т.е.
[image: image91.jpg]o
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В качестве вспомогательной задачи рассмотрим задачу Коши, ко​торая состоит в следующем: найти ограниченную функцию t (x,τ) удовлетворяющую условиям
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[image: image93.jpg]Tz T () .
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Подставляя равенство (23) в уравнение (21) получим
[image: image94.jpg]



Изложим формальную схему разделения переменных в задаче (21) - (22), отсылая за обоснованием к [15]. Сначала найдем огра​ниченное решение уравнения (21), представленное в виде произведе​ния:
где  λ2 - некоторый вещественный параметр. Отсюда следуют уравнения
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[image: image95.jpg](24)
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Решая уравнения (24), (25), найдем частное решение уравнения (21)
[image: image96.jpg](D) =AN) exp(- NPT £ Lhx) o)




удовлетворяющее условию ограниченности. Знак в формуле (26) мож​но выбрать произвольно, мы возьмем "плюс", А (λ) - некоторая функция. Образуем теперь с помощью tλ(X,τ) функцию
[image: image97.jpg]+00
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Если производные, входящие в уравнение (21), можно вычислить пу​тем дифференцирования под знаком интеграла (27), то функция, за​данная правой частью равенства (27), очевидно, будет удовлетво​рять уравнению (21). Требуя от функции t (x,τ) выполнения нача​льного условия (22), будем иметь
[image: image98.jpg]400
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Воспользуемся теперь формулой обратного преобразования Фурье;
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Подставим (29) в (27) и изменим порядок интегрирования.:
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Внутренний интеграл в (,30) равен   [l5,  с.222]
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Подставляя (31) в (30), приходим к выражению для решения задачи
Коши

[image: image103.jpg]t(x ) I 2\(;\Twexp— = 53 v, (8)ds -




 (32)
Поскольку   V0(s)     нечетная функция, то после замены переменных получаем ответ для решения однородной краевой задачи (I) - (4)
[image: image104.jpg].
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Отметим, что функцию, стоящую множителем при U0(s)  в интегра​ле (33), называют функцией Грина однородной краевой задачи (I) -(4). Нам потребуется еще одна форма представления функции, задан​ной правой частью равенства (33). Воспользуемся нечетностью функ​ции уже в интеграле (30), тогда
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[image: image106.jpg](&)= Acos wT.
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6. Асимптотическое поведение при τ → +∞  решения задачи (I) - (4) с периодическим краевым режимом
Как известно, в силу линейности уравнения (I) решение задачи П) - (4) можно искать в виде суммы двух функций
[image: image107.jpg]txT) =t (x T) w1, (x T),




где t0(x,τ) - решение однородной начальной, а t1(x,τ) - решение однородной краевой задачи. Явная формула (9) для t0(x,τ) при
f0(τ) =  A cos ωτ получена в пункте 4, а решение однородной краевой задачи было разобрано в предыдущем пункте, ответ задается правой частью равенства (34). Поэтому для изучения поведения решения
t (x,τ) с периодическим краевым режимом достаточно изучить пове​дение при τ → +∞ функций t0(x,τ),  t1(x,τ).
Функция t1(x,τ) легко оценивается с помощью неравенства
[image: image108.jpg]
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(20)
[image: image110.jpg]%Sexp(rft)
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Оценим слагаемое
из правой части равенства (19). Максимум функции r /(r2 + ω2) на
положительной полуоси достигается в точке r = ω  и равен 1/2ω поэтому
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Таким образом мы доказали неравенство
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[image: image115.jpg]



Оценка (37) может быть использована для отыскания времени выхода решения смешанной задачи на периодический режим. Пусть нам задано произвольное малое число ε > 0,  тогда, решая, квадратное урав-
получаем, что через промежуток времени τε
[image: image116.jpg](38)




решение смешанной задачи отличается от решения соответствующей задачи без начальных условий не более, чем на £ .
В качестве примера рассмотрим задачу с начальным распределе​нием температуры U0(x)= В cos αx exp (-βx),  β > 0, константа M1  не превосходит числа
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поэтому время выхода на периодический режим не превосходит
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§ 2. Распространение тепла в полуограниченной среде при наличии фазовых переходов
I. Постановка задачи Стефана
Если физическая среда может находиться в двух фазовых состоя​ниях, например, тонкий, изолированный с боковой поверхности, ци​линдр, содержащий влажный грунт, то задача о распространении теп​ла в такой среде существенно сложнее рассмотренных примеров.
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Пусть фазовый переход воды в лед происходит при температуре tф = 0, а при образовании единицы массы мерзлого грунта выделяет​ся количество теплоты - Qф. Задача Стефана состоит в том, чтобы нййти температуру в мерзлой и талой зонах грунта, и закон движения ξ(τ) границы раздела фаз, удовлетворяющие условиям:
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(8) (условие Стефана)
(9)
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где
Условие (8) выражает тот факт, что разница между потоками тепла, приходящими к фронту от обеих зон, расходуется на измене​ние фазового состояния воды, содержащейся в грунте, причем если правая часть (8) положительна, то происходит оттаивание, а в про​тивоположном случае промерзание грунта.
Классическим решением задачи (I) - .(9) называются функции tT(x,τ), tм(x,τ) непрерывные и ограниченные в замыкании областей
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соответственно, имеющие непрерывные производные, входящие в уравнения (I), (2) в этих областях и удовлетворяющие условиям (1)-(9). Функция ξ(τ) предполагается непрерывно дифференцируе​мой на интервале (0,T0). При выполнении условий согласования
[image: image123.jpg]Us =1, (0), Usr(t)=Uy (&) =0




и гладкости краевых f0(τ)ϵ С1 [0,Т0]  и начальных данных
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Классическое решение задачи (1)-(9) существует, единственно и устойчиво относительно изменения начальных, краевых данных, ко​эффициентов, уравнений (I),  (2),  (8)      [17].
Можно также рассматривать задачу о возникновении в момент времени   τ = 0  новой фазы, т.е.   l0=0, тогда условие (3) . можно отбросить, а условие (9) примет вид ξ(0)=0.
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2. Автомодельные решения задачи Стефана
С математической точки зрения задача (1)-(9) довольно слож​на и допускает явные решения лишь в специальных случаях. Пусть в начальный момент времени τ = 0 существует только одна фаза, т.е. l0=0, на границе x=О поддерживается постоянная темпе​ратура  f0 ≡ const > 0,   а начальное распределение температу​ры не зависит от x  , т.е. UM ≡ const < 0,  тогда задача является автомодельной и ее решение будем искать в виде
[image: image125.jpg]tr(x,0)=A, +8, P(x/2a:\T)
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,




[image: image126.jpg]P(z) =\%7r jexp (-5%) ds.




где
Очевидно, что функции удовлетворяют уравнениям (1) и (2) соответ​ственно, а для определения констант Аi , Вi нужно использовать оставшиеся условия задачи. Они дают:
[image: image127.jpg]A=, , A+B,= U,y
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Последние два условия должны иметь место для. любых значений
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α - некоторая константа.
Для определения констант Аi , Вi  получаем выражение
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Константа α определяется из соотношения (8) , дающего трансцендентное уравнение
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Покажем, что при Uм < 0, f > 0  решение этого уравнения существует и единственно. Рассмотрим сначала второе слагаемое в (II). функция ехр(-α/4a2т) монотонно убывает от I до 0 при α
изменяющемся от 0 до +∞, Ф(α/2ат) монотонно возрастает от О до 1, поэтому их отношение монотонно убывает от +∞ до нуля.
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Вычислим производную функции под знаком предела в (12)
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Выражение в квадратных скобках в правой части равенства (13) положительно в силу тождественных преобразований   
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поэтому первое слагаемое в (II) монотонно убывает. Из проведен​ных рассуждений следует, что функция f(α) в правой части (II)
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ка единственная, что завершает доказательст​во существования един​ственности корня урав​нения (I).
Из уравнения (II) можно увидеть, что за​дача Стефана является нелинейной. В самом де-
Рис- 2.
ле, пусть t(1)м, t(1)т,
ξ(1)- решение
задачи (1)-(9) с нулевыми начальными данными и в начальный момент имеется только одна фаза. Тогда для отыскания корня α1  имеем уравнение
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(И)
а в случае общих  краевых данных для отыскания решения t(2)м, 
t(2)т,  ξ(1)  нужно отыскать корень α2  уравнения
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чтобы tт ,tм  удовлетворяли условиям задачи Стефана на под​вижной границе. В этом смысле, несмотря на то, что уравнения (1) и (2), краевые и начальные условия линейны, в целом задача Стефа​на линейной не является.
§ 3. Элементы теории возмущений в задачах типа Стефана
Задача Стефана не поддается точному решению при произвольных начальных и краевых данных, однако для ее решения можно использо​вать различные приближения, комбинируя численные и аналитические методы. Среди аналитических методов весьма мощными являются мето​ды теории возмущений. Продемонстрируем суть этих методов на ал​гебраических примерах, а затем перейдем к дифференциальным уравне​ниям и задаче. Стефана.
[image: image140.jpg]0




при малом ε.  В случае ε=0 имеем уравнение
[image: image141.jpg]X=X =2 =(x-2)(x+1)=0 . : @




Будем искать корни квадратного уравнения.
[image: image142.jpg]X=XotEX, +E°K, +... €1
e 2, £y 2 0(EY)-, (3)
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Уравнение (I) называют возмущенным уравнением, а (2) - невозму​щенным, или вырожденным. При малых ε  естественно предположить, что корни возмущенного уравнения будут мало отличаться от корней XI =2,  ХII=I невозмущенного и мы будем искать приближен​ные корни возмущенного уравнения в таком виде
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порядков, соответственно. Мы ограничимся вычислением приближений до второго порядка, поскольку вычисление более высоких поправок приводит к громоздким формулам.
Подставим теперь разложение (3) в уравнение (I) и раскроем скобки, сохраняя члены до порядка ε2  включительно
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Полагая теперь в равенстве (4) ε = 0, получаем для определения нулевой поправки невозмущенное уравнение (2).
Перейдем теперь к отысканию поправки (приближения) первого порядка. Пусть Х0 - одно из чисел XI или XII, тогда
о уравнение (4) перепишется в таком виде
[image: image145.jpg](2XoXa=XemX,)€ +(2X X X =X X,)EHF 0 () =0. ()




Разделив уравнение (5) на ε и положив в полученном равенстве ε = 0, получаем уравнение для определения X1 
[image: image146.jpg](2% 1)%=%=0, %=
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Рассуждая аналогичным образом, получаем выражение для второй поправки
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Подставляя теперь в формулы (6), (7) численные значения поправок Х0 и X1, получаем следующие приближенные формулы
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Для того, чтобы выяснить насколько удачными являются эти прибли​жения, сравним их с точными решениями (1)
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Очевидно, что правая часть (9) зависит от ε  аналитическим обр
[image: image150.jpg]VIi+Z oz —




зом, поэтому по формуле Тейлора для. функций имеем
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Сравнивая формулы (8) и (10), мы видим, что поправки, найденные нами по теории возмущений, совпадают с первыми коэффициентами разложения корня. XI  в ряд по степеням параметра ε.
Рассмотрим теперь способ отыскания приближенных корней для уравнений вида f(z)=ε при малых ε и аналитической функ​ции ε(z). В качестве примера рассмотрим трансцендентное урав​нение (II) из § 2. Перепишем его в таком виде
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где обозначено
[image: image153.jpg]



Функцию в правой части равенства (12) обозначим через G(α). Очевидно, она является аналитической функцией параметра α, а задача нахождения корней уравнения (12) может рассматриваться как задача построения обратной функции α=μ(ε),  т.е. функции, удов​летворяющей тождеству
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теории функций комплексного переменного [5] следует, что обрат​ная функция в этом случае в некоторой окрестности точки ε = 0 представляется степенным рядом
[image: image156.jpg]n,
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коэффициенты которого находятся по формулам
[image: image157.jpg](15)




Ряд (14) называется рядом Бюрмана-Лагранжа функции G(α).Вы​числим первые коэффициенты этого ряда; они имеют вид
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Эти коэффициенты могут быть получены непосредственно, если мы разложим функцию G(α) в ряд по степеням α и подставим ряд (14) в тождество (13).
При малых ε-1/Qф  (на практике Qф - достаточно боль​шое число) из приведенных рассуждений следует, что приближенное значение корня уравнения (12) можно вычислить по формуле
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Методы теории возмущений оказываются чрезвычайно полезными при решении дифференциальных уравнений. Это связано прежде всего с тем, что уравнения математической физики, за исключением просты: моделей, не допускают точного решения. Для понимания же сущности процесса важно иметь хотя бы приближенные явные формулы, правиль​но описывающие точное решение на качественном уровне.
Рассмотрим для примера задачу Коши для нелинейного уравнения Риккати
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решение которого эффективно получить не удается. Допустим, что это решение можно представить в виде
[image: image161.jpg]§(T) = Yo(¥) + £, (€) * 0(e), (18)




причем равенство (18) можно дифференцировать по τ. Подставляем (18) в уравнение (17) и, выделяя коэффициенты при степенях ε получаем
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Полагая ε = 0 в равенстве (19) получаем задачу Коши для опреде​ления невозмущенного решения
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первые слагаемые в обоих частях (19) должны сократиться, как это следует из (20). Поэтому после деления (19) на ε и, полагая ε =0, получаем уравнение для определения первой поправки
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зан в курсе дифференциальных уравнений. А именно имеет место сле​дующая теорема [16], которую мы приведем без доказательства.
Теорема I
Рассмотрим задачу Коши
[image: image166.jpg]d
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и предположим, что в некоторой области D  переменных   y,τ ε, функция f (y,τ,ε) обладает непрерывными и равномерно ограниченными производными по y  и ε до порядка n+1 включительно. Тогда существует сегмент [0,T], на котором для. решения y(τ,ε) задачи (23) справедливо представление
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Коэффициенты yi находятся с помощью реккурентных формул
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и т.д.
Поправки более высокого порядка получаются, если мы под-
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ставим разложение (26) в уравнение (23) и выделим коэффициенты при одинаковых степенях  £    . Уравнение (27) называется уравнени​ем в вариациях для задачи (23)-(24).
Перейдем теперь к отысканию приближенного решения, задачи Стефана на основе теории возмущений. Если начальные и краевые
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где n - натуральное число, если при подстановке их в условия. (2.1)-(2.9) получившиеся равенства справедливы с точностью 0(εn), т.е. их правые и левые части, как функции параметра ε  имеют одинаковые коэффициенты при соответствующих степенях ε  до εn включительно.
Найдем приближенное решение задачи (2.1)-(2.9) с точностью 0(ε) для l0-0 и согласованных начальных, краевых данных. Бу​дем искать решение задачи (2.1)-(2.9) в виде суммы
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Замечание. В отличие от рассмотренных выше примеров разло​жение (2 8) содержит слагаемое с отрицательной степенью ε, это объясняется существом процесса. В самом деле, если мы поло-
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жим ε=0, то из условия Стефана (2.8) следует, что в невоз​мущенной задаче фронт двигаться не должен и талая зона в нулевом приближении не возникает. С математической точки зрения это оз​начает, что функция tт(х,τ ,ε)  может иметь в точке ε = 0  осо​бенность, характер которой отыскивается с помощью метода неопре​деленных коэффициентов, т.е. в общем случае можно искать решение в виде суммы
[image: image171.jpg]o (0,8, 8) =ty ()™ + £ Ty e




где m  - некоторое целое число. Точное значение этого числа находится при подстановке разложений в условия задачи из условий разрешимости получающихся уравнений.
Подставим равенства (28)-(29) в уравнение (2.1)-(2.2) соот​ветственно и выделим коэффициенты при одинаковых степенях пара-
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Аналогичным образом подстановка равенства (29) в началь​ное условие (2.4) дает
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Отметим, что в начальный момент талая зона отсутствует, так что условие (2.3) нами опущено.
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Прежде чем переходить к оставшимся условиям задачи, напишем формулу Тейлора для функции tТ(х,τ)  в окрестности точки X=0
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и подставим в (36) вместо X  правую часть равенства (30)
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Подстановка равенства (37) в условие (2.7) задачи Стефана дает соотношения
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Аналогичные рассуждения для функции tм(х,τ,ε)  приводят к крае​вым условиям такого вида:
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Неиспользованным пока осталось условие Стефана (2.8); после под​становки в правую часть равенства (2.8) разложений (28)-(30) и рассуждений проведенных при выводе равенства (37) имеем
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Из последнего равенства получаем уравнения для функций ξ1(τ),ξ2(τ)
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Исключая из равенств (42) и (38) функцию
имеем уравнение для определения коэффициента ξ1(τ)

(42)
(43)
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Его решение имеет вид
[image: image186.jpg]
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а из соотношения (42) легко определяется функция
Таким образом функция
 является решением задачи
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Непосредственной проверкой легко убедиться, что решение этой задачи представляется рядом (если он сходится):
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С помощью преобразования. Лапласа можно дать ответ в виде контур​ного интеграла
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где F1(p) - преобразование Лапласа функции f1(τ).
Представление (48) может быть полезно в тех случаях, когда f0(τ) задана явно, тогда интеграл (48) можно изучать аналогично рассмотренному в § 1 п.4 или с помощью таблиц преобразования Лап-
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решение которой (§ I, п.5) имеет вид
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может быть вычислена на основании равенства (49)
и учитывая (33), будем иметь линейное неоднородное уравнение пер​вого порядка для определения: коэффициента ε2(τ)
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которое легко решается, методом вариации постоянного:
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дует из условий (32), (39), является решением задачи Коши
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и может быть выписана в виде ряда
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или контурного интеграла
и, следовательно, уточнить полученные результаты. Однако для коэффициентов этих рядов получается реккурентные формулы, вычис​ления по которым нужно производить с помощью ЭВМ.
Замечание I. Для уменьшения величины ошибки, возникающей при замене ряда по степеням ε  для функции ξ(τ) его конечной суммой, более выгодно использовать рациональную аппроксимацию (аппроксимацию Падэ). Изложим этот метод применительно к рассмат​риваемой задаче. Пусть вычисление функции ξ(τ) производится по формуле
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Рассмотрим рациональную функцию вида
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разом, чтобы коэффициенты разложения Тейлора по степеням пара-
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях параметра ε формулах (55) и (53), получаем окончательное выражение для функ​ции ξ()
4. Некоторые примеры определения закона движения границы раздела фаз
Как было показано в предыдущем пункте, приближенная формула для границы раздела фаз задачи Стефана (1.1)-(1.8) при l0= 0
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степени  n  переменной X  и вычисляются по формуле
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При решении практических задач значение функции ξ1(τ) в форму​ле (I) может быть вычислено с помощью таблиц неопределенных ин​тегралов или численными методами. Эта задача хорошо изучена [3] и мы не будем останавливаться на ней подробно. Вычисление значе​ний функции ξ2(τ) более трудоемко, поэтому изложим некоторые способы ее вычисления. Для этого потребуются сведения из теории приближения функций классическими ортогональными полиномами [2], Рассмотрим ряд Тейлора по степеням переменной s следую​щей функции
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Полиномы Hn(x)   называются многочленами Чебышева-Эрмита и обладают следующим замечательным свойством: они ортогональны с весом  exp (-X2)  на интервале (-∞,  +∞), т.е. выполнены
равенства
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Для того, чтобы перечислить эти свойства, рассмотрим множест​во функций, определенных на интервале (-∞,  +∞) и интегрируе​мых с квадратом на нем, т.е. такие функции, для которых конечен
А рядом Фурье функции f(х) назовем ряд
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и заметим, что ее можно продолжить на всю ось нечетным образом, при этом полученная функция будет непрерывной, а коэффициенты Фурье продолженной функции с четным индексом будут равны нулю
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используя известное равенство ( [19], 2.20.3.7)
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Вычисление ξ2(τ) в форууле (1) проведем следующим обра​зом. Найдем коэффициенты Фурье по системе {Нn(X)} для продол​женной на всю ось функции UM(X) и подставим вместо UM(z)
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в формулу (I) конечную сумму ее ряда Фурье (возникающую при этом ошибку мы оценим ниже), тогда, учитывая равенство (10), получаем окончательный ответ:
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Пример I. Пусть
Вычислим выражение (I) с этими конкретными функциями. Интеграл от функции f0(τ) берется явно
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совпадает с точностью до консталты с функцией поэтому, используя равенство (9), вычислим интеграл
Подставляя полученные выражения в формулу (I) и интегрируя по частям, получаем        
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[image: image220.jpg]



Пусть теперь функция UM(X) удовлетворяет более слабым ус-
ловиям на рост, а именно конечен "интеграл
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согласно (13) она будет интегрируемой с квадратом на [0,∞] и по теореме 2 представляется рядом
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Подставляя в (I) конечную сумму ряда (14) и используя равенство (9), получаем ответ
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Очевидно, что для  Uм(х) выполнено (13), поэтому можно восполь​зоваться формулой (15). Сначала вычислим функцию ξ1(τ)
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Воспользовавшись формулой (15) для ξ2(τ)  получим
[image: image227.jpg]



Подставляя полученные равенства в (56), будем иметь
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В силу того, что Uм(х) = ВН1(х) по формуле (15) получаем
[image: image230.jpg]b= “:;,,js Srds by (81) -




73
Подставляя полученные выражения, в (56), будем иметь
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Поскольку ответ для ξ(τ) может быть представлен элементар​ными функциями лишь для специально подобранных краевых и начальных данных, полезно знать оценку сверху для второго слагаемого в (I) в общем случае. Предположим, что функция Uм(х) непрерывно диф​ференцируема и ее производная ограничена на положительной полуоси
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Подставляя оценку (18) в формулу (I), имеем нужное неравенство
[image: image233.jpg]



Второй вопрос, который, возникает при вычислении ξ(τ) по формуле (II), это вопрос о величине ошибки, которая получается при подстановке в правую часть формулы (I) вместо ряда Фурье функции Uм(х) ее конечной суммы. Предположим теперь, что функция U'м(х) - непрерывная, и удовлетворяет условиям теоре​мы 2, тогда ряд Фурье для Uм(х)  можно почленно дифференци​ровать, причем
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Оценим теперь такой интеграл с помощью интегрирования по частям
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Из последнего видно, что ошибка, возникающая, в результате отбра​сывания "хвоста" ряда Фурье при вычислении функции  ξ2(τ)   не превосходит числа
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Таким образом, формула (II) дает хорошее приближение для ξ2(τ) если функция   Uм(х)    достаточно гладкая и быстро убывает на бес​конечности вместе со своей производной,
В некоторых частных случаях вычисление ξ2(τ)   удобнее проводить по формуле (I). Рассмотрим два простых примера.
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Интегрируя по частям и используя. (21), будем иметь
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Подставляя (22) в (формулу (I) получаем ответ
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Пример 5. Пусть Uм(x) представляется суммой экспонент
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В этом случае нам потребуется такой табличный интеграл
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Интегрируя по частям, вычислим интеграл
[image: image242.jpg]2

Q)= W[ ( —lrg)z exp (- }Z)
Jexp( ot s)ﬁ.%dﬁzpa \[_fexp ’S exp(}az())js)




[image: image243.jpg]T
8,0)= j (14285 af s)enp( 8y s)x
\| ) £ (p)dp Aixlaero




76
Подставляя (24) и (25) в формулу (I), получаем ответ
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Комбинируя результаты примеров 4 и 6, получаем ответ
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Задачи и упражнения
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I. Построить решение задачи без начальных условии на полубеско​нечном интервале с краевыми режимами
Ответ:
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2. Найти решение задачи без начальных условий на конечном отрез​
ке с краевыми режимами: а, б, в задачи I.'
3. Найти асимптотику при τ → ∞  решения смешанной задачи для
уравнения (I) с краевыми условиями задачи I и оценить время
выхода на периодический режим.
4. Построить функцию Грина для уравнения (I) на полубесконечном ин
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5. Вывести асимптотические формулы для закона движения границы раздела фаз в задаче (2.1)-(2.9) в случае, когда в начальный момент времени существуют две фазы. Указание:разложения для функции tT,tM,ξ  нужно искать в
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6. Построить асимптотические формулы для закона движения фронта задачи Стефана на конечном отрезке при наличии двух фаз с
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7. Найти аналог формулы Стефана для полубесконечного интервала с краевым условием
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в случае возникновения новой фазы.
Указание: разложение для ξ(τ,ε)  искать в виде
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8. Вычислить коэффициенты ξ1(τ,),  ξ2(τ) в задаче Стефана (2.1)-(2.Э), l0= 0 с краевыми и начальными данными
от момента τ0 перемены знака функции
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Ответ:
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ГЛАВА 17. ЭЛЕМЕНТЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ И ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ В ЗАДАЧАХ МЕРЗЛОТОВЕДЕНИЯ
§ I. Программирование - раздел прикладной математики
В настоящее время, идет поступательный процесс математизации естественник наук и в том числе геологии. Быстро увеличивается объем данных, получаемых в процессе геологических и, в частности, геокриологических исследований. Повышение эффективности и полноты обработки накапливаемых данных тесно связано с успехами внедрения ЭВМ в мерзлотные исследования.
Под данными понимают совокупность фактов, понятий в формали-зрванном виде, удобном для передачи, интерпретации и обработки. ЭВМ - это устройство для обработки данных, выполняющее основные действия, включая разнообразные арифметические и логические опе​рации, без вмешательства человека. Если же иметь в виду возмож​ность работы на ЭВМ в диалоговом режиме, то правильнее сказать, что ЭВМ при обработке данных не требует частых вмешательств чело​века.
Пусть буква  Ч  обозначает действия человека, буква М -работу вычислительной машины, а квадратные скобки отмечают возмож​ное, но не обязательное вхождение заключенной в них конструкции. Тогда обработка данных на ЭВМ происходит по схеме:
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Принято считать, что ЭВМ состоит из центральной части и пе​риферийного оборудования. Центральный процессор (ЦП), оператив​ная память или оперативное запоминающее устройство (ОЗУ), каналы ввода и вывода относятся к центральной части. В комплект перифе​рийного оборудования входят устройства управления (контролеры), многочисленные и разнообразные устройства ввода - вывода. Управ​ление работой вычислительной машины осуществляет центральный процессор.
Объем оперативной памяти и быстродействие - важнейшие харак​теристики ЭВМ, которые определяют степень ее универсальности. При​веденное выше определение ЭВМ относится к мощным дорогостоящим машинам, которые предназначены для решения широкого класса задач. Очевидно, что такие машины работают только в системах коллектив​ного пользования, они громоздки, требуют сложной системы обслужи-
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вания, доступной только специалистам, обладающим высокими профес​сиональными навыками.
Однако в 70-80-е года получили развитие мини- и микроЭВМ. Их
появление связано с общей тенденцией уменьшения размеров элемен​
тарной базы ЭВМ. Основной частью таких ЭВМ является микропроцес​
сор (МП). Невысокое быстродействие и малая оперативная память ми-
ни-ЭВМ ограничивают.класс обрабатываемых на них задач. При этом об​
работка данных происходит по схеме
.
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которая предусматривает частые вмешательства человека. Если микро​процессор ЭВМ построен на одной большой интегральной схеме (БИС), то соответствующее устройство обработки данных называется микро-ЭВМ. К простейшим микроЭВМ относятся программируемые микрокальку​ляторы. Процессор миниЭВМ состоит из нескольких БИС.
Программирование на ЭВМ представляет собой сложный процесс, в ходе которого алгоритм (совокупность правил для решения, задачи), известный на языке математических описаний, перерабатывается в ал-горитм на машинном языке или на каком-либо другом языке, доступ​ном вычислительной системе, т.е. в программу.
Этот процесс для решения научных задач предполагает следующие этапы:
1) формулирование задачи на языке математических описаний,
определение входных и выходных данных;
2) физический и математический анализ, в процессе которого
рассматриваются вопросы существования и единственности решения,
ограничения на входные данные;
3) выбор подходящего численного метода для решения задачи;
4) разработка блок-схемы алгоритма (графическое представле​
ние алгоритма), на этом этапе вырабатываются основные идеи для
реализации алгоритма на ЭВМ, формируется представление об особен​
ностях машинной обработки; успех численной реализации во многом
зависит от детального знания математического обеспечения вычисли​
тельной системы, поскольку это освобождает от написания программ,
являющихся стандартными для системы, повышает эффективность и ку​
льтуру программирования;
5) кодирование блок-схемы - запись алгоритма на языке програм​
мирования; если имеется детальная блок-схема, этот этап не вызыва​
ет затруднений, часто удается ограничиться простейшими средствами
6 -•1060
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языка - основными операторами: присваивания, процедуры, перехода; здесь же необходимо предусмотреть включение в программу системных операторов отладки и подготовить тестовые входные данные;
6) отладка программы - процесс обнаружения и выявления оши​
бок; это этап начала работы с задачей на машине и он требует пред​
ставления программы в виде файла  на внешнем носителе вы​
числительной системы: перфокарточный файл, файл на магнитных но​
сителях-дисках (МД), лентах (МЛ); практическая работа на машине
предполагает значение операционной системы (ОС)., системы програм​
мирования, языков управления заданиями (ЯУЗ), диалоговых систем;
7) выполнение программы в некоторых частных (тестовых) слу​
чаях, позволяющих проверить ее правильность; проверка результа​
тов счета на микрокалькуляторах и миниЭВМ;
8) оформление документации, написание инструкции, подтвержде​
ния к программе.
Как видно из этого перечня, программирование научных задач включает в себя сведения из различных научных дисциплин, связан​ных с прикладной математикой: численный анализ, математическая ло​гика, кибернетика.
§ 2. Система коллективного пользования (СКП) ЭВМ МГУ
Решение сложных научных задач требует в настоящее время ис​пользования мощных вычислительных комплексов, техническое и мате​матическое обеспечение которых должно быть поставлено на высокий уровень. В 1978 г. под руководством академика А.Н.Тихонова в МГУ была создана Система коллективного пользования ЭВМ. К этому вре​мени в НИВЦ МГУ была разработана Библиотека численного анализа на Фортране, включающая около 800 модулей для решения типовых мате​матических задач. В тот же период была открыта для работы терми​нальная часть, связавшая машины БЭСМ-6 с удаленными терминалами в дисплейных классах факультетов.
Терминал - любое оконечное устройство на линии связи, способ​ное принимать и передавать данные. Дисплей - терминал, оборудован​ный экраном. Для. ЭВМ терминал является универсальным устройством ввода и вывода данных. Работа терминальной сети поддерживается компонентом математического обеспечения - совокупностью программ, составляющих диалоговую систему. Она получила название КРАБ -Комплекс работ абонента.
С подключением диалоговой системы появилась возможность ин-
82
терактивного режима обработки задач. Полный интерактивный режим
обеспечивает вмешательство абонента на любом этапе обработки за​
дачи. В диалоговой системе КРАБ реализован неполный интерактивный
режим. В этом режиме задачи обрабатываются по схеме, представлен​
ной на рис. 3 (листинг - это печатный документ, формируемый сис​
темой после обработки задачи; в нем содержатся диагностические
сообщения системы, результаты счета, сведения о затраченных ре​
сурсах и других параметрах задачи).
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Рис. 3. Схема обработки задачи в неполном интерактивном
режиме
В настоящее время СКП-ЭВМ МГУ состоит из двух вычислительных Комплексов (ВК) - I BK и П Ж. Они независимы. В перспективе воз​можна доступная всем абонентам передача данных между ними.
СКП построена на ЭВМ второго поколения БЭСМ-6 (аббревиатура БЭСМ расшифровывается как быстродействующая электронно-счетная машина). К одной машине БЭСМ-6 может быть подключено 16 термина​лов. В системе БЭСМ-6 реализован мультипрограммный режим, при ко​тором одновременно обрабатываются несколько программ - 5-6 або​нентских и 3-4 системных. Эта машина обладает развитым периферий​ным оборудованием. Ее среднее быстродействие - около I млн опера​ций в секунду, объем оперативной памяти 32К. Одно килослово IK = = 1024 слова = I лист ОЗУ; I машинное слово = 48 двоичных разря​дов. Восемь двоичных разрядов составляют байт памяти.
В одно машинное слово может быть записано одно число, абсо-
лютная величина которого находится, в диапазоне от 10-19  до 1019 с двенадцатиразрядной мантиссой. Для представления одного симво​ла требуется I байт, следовательно, в одно машинное слово может
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быть записано 6 символов.
К периферийному оборудованию относятся устройства управления (контролеры) и устройства ввода-вывода данных, которые устанавли​ваются на устройства управления - дисководы, лентопротяжные меха​низмы.
К устройствам ввода-вывода, работающим со средними скоростя​ми, относятся: алфавитно-цифровое печатающее устройство (АЦПУ), устройства ввода и вывода перфокарт, устройства телеобработки и машинной графики. АЦПУ является построчным печатающим устройством, носитель данных - бумажный рулон со стандартной длиной строки в 120 символов. Входные и выходные перфораторы работают с 80-ти колонной перфокартой Германа Холлерита. Карта имеет 12 строк, данные на ней перфорируются поколонно в коде IBM.
Среди устройств телеобработки, подключаемых к БЭСМ-6, укажем ; на алфавитно-цифровые дисплеи Видеотон-340 (VT-340) - венгерской ] фирмы Видеотон, аппараты "Электроника" 15ИЭ-013 и РИН-609 отечеств венного производства. Для этих устройств длина строки рассчитана на представление 80 символов.
Одноцветный графопостроитель  benson -I00I французского про​изводства изготавливает рисунки на странице размером 26 см х 60 см. Магнитные барабаны (МБ), лента (МЛ) и диски (МД) подключа​ются к высокоскоростным контролерам. Барабаны и диски называются, запоминающими устройствами прямого доступа. Их особенностью явля​ется относительная: независимость времени доступа к любой части данных.
При работе с устройствами последовательного доступа время обращения к данным зависит от их расположения относительно других данных, созданных на носителе. Все устройства ввода-вывода, кро​ме барабанов и дисков, являются устройствами последовательного доступа.
Устройства ввода предназначены для чтения данных с внешнего носители в оперативную память. Запись данных из оперативной па​мяти происходит на устройства вывода. Устройства ввода и вывода обеспечивают обмен данными между ВЗУ и ОЗУ. Операции обмена вы​полняются быстрее на устройствах прямого доступа, чем на устрой ствах последовательного доступа.
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§ 3. Работа абонента за терминалом
Алфавитно-цифровой дисплей VT -340 венгерской фирмы ВИДЕОТОН является среднескоростным устройством ввода и вывода данных для ЭВМ по линии связи. Этот терминал обеспечивает максимальную ско​рость обмена до 1200 знаков в секунду. Однако ОС ДИСПАК поддержи​вает скорость, равную 37,5 знака в секунду (300 бит в секунду). На экране дисплея имеется 16 строк, в одной строке размещается не более 80 алфавитно-цифровых символов, что соответствует 80-ти ко​лонной перфокарте Германа Холлерита (1944), которая является основ​ным носителем данных в современных ВС. Таким образом, одна строка экрана предназначена длят представления одной перфокарты, vt име​ет высокую мобильность изображения, бесшумен в работе. Эти досто​инства позволяют абоненту ВС работать за аппаратом без ущерба для здоровья около 2-3 часов в сутки.
Важная особенность дисплея - способ явного указания концов строк и сообщений с помощью мерцающих символов.
vt  состоит из буферной памяти (БП), экрана, алфавитно-циф​ровой клавиатуры (АЦК), панели сигнализации, других устройств.      БП принимает данные с АЦК и линии связи с ВС. Содержимое БП всегда отображается на экране. Ее объем позволяет запомнить 1280 символов, размещаемых на экране.
АЦК имеет два вида клавишей: темные и светлые. Темные клави​ши используются для управления работой аппарата и редактирования изображения, светлые - для ввода в БП сообщений, которые содержат алфавитно-цифровые символы. На большинстве светлых клавишей изо​бражено два символа. Один из них верхний, а какой нижний можно определить, например, по расположению латинских букв w , R , z , не совпадающих по написанию с русскими. Считается, что совпадаю​щие по написанию буквы русского и латинского алфавитов могут вво​диться как с русского регистра, так и с латинского, следовательно, для ОС эти буквы никак не различаются, поэтому в операторах языков программирования они интерпретируются в качестве латинских, а в именах директив диалоговых систем - в качестве русских.
Если клавиша lat отжата, a shift (сдвиг) - не удержива​ется нажатой, то доступен для. ввода полный русский регистр, т.е. русские буквы и специальные символы русского регистра; удержива​ние  shift  нажатой подключает полный латинский регистр - ла​тинские буквы и специальные символы латинского регистра, незави-
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симо от положения клавиши LAT. Если же  LAT  нажата, а
shift  - не удерживается нажатой, то доступен неполный латинс​кий регистр, латинские буквы и специальные символы русского ре​гистра.
Теперь дадим определение понятия сообщение для VT  . Сооб​щение состоит из одной или нескольких строк, которые, за исключе​нием последней, заканчиваются мерцающим символом J , последняя строка сообщения заканчивается мерцающим символом  С . Мерцаю​щее   J  называется концом строки, вводится нажатием клавиши ПЕРЕВОД СТРОКИ  line peed , Мерцающее С называется концом сообщения и вводится нажатием клавиши етх ( end of text ). Управляющая клавиша  Ctrl  blink (управление мерцанием) вклю​чает изображение мерцающих символов на экране. Приведем пример сообщения для vt .
КАСТАЛЬСКИЙ КЛЮЧ ВОЛНОЮ ВДОХНОВЕНЬЯ JM.
В СТЕПИ МИРСКОЙ ИЗГНАННИКОВ ПOИT.JM
ПОСЛЕДНИЙ КЛЮЧ - ХОЛОДНЫЙ КЛЮЧ ЗАБВЕНЬЯ, JM
ОН СЛАЩЕ ВСЕХ ЖАР СЕРДЦА УТОЛИТ.СМ
Такое сообщение принимается системой за одну передачу. Если в этом примере  JM  заменить на сМ , то потребуется 4 передачи. При передаче воспринимается каждая строка, начиная с первой пози​ции до ближайшего мерцающего символа  J или с . Внутри переда​ваемого сообщения не должно быть других мерцающих символов, за ис​ключением мерцающего  Е , которое означает системный конец стро​ки.  Е  мерцающее применяется для экономии экранного пространст​ва. При вводе сообщения на одной экранной строке можно расположить несколько коротких строк, концы которых указываются с помощью ЕМ, при этом символ конца сообщения, как обычно, вводится клавишей
ЕТХ.
Как и любой другой мерцающий символ, Ем можно ввести, удер​живая нажатой клавишу  CTRL   (управление), нажав клавишу с буквой  Е . Для  ЕМ другого способа нет, для ввода JM и СМ еще предусмотрены специальные клавиши  line peed  и етх.
Нажатие некоторых управляющих клавишей приводит к появлению мерцающих символов. Так, в позицию экрана, где нажималась клави​ша номе (домой), возвращающая курсор в левый верхний угол экра​на, поступает мерцающее L . Все такие символы заменяются перед передачей сообщения. Для. их вывода на экран включается Ctrl blink, затем замена выполняется клавишей пробел (длинная клавиша АЦК)
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для того, чтобы при этом не исказить формата строки. Отметим, что; сейчас здесь говорится о редактировании сообщения в буферной памя​ти аппарата, которое должно происходить в режиме (см. ниже). При работе в диалоговой системе КРАБ редактирование сообщений в буферной памяти используется для преобразования дирек​тив и для редактирования строк файла, находящегося на сбойных зо​нах абонентского терминала. Важно, что при редактировании строк файла сначала нужно выполнить какую-либо директиву редактирования, получить приглашение для его выполнения, а затем переключить vt в режим  OFF line..После этого сообщение редактируется в буфер​ной памяти и передается в систему в режиме  send  (cm. ниже). Например, выполняется одна из директив редактирования:
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Это приводит к приглашению вида / или +. Теперь необходимо пере​ключиться в режим off line и приступить к редактированию в БП, затем включить CTRL blink для проверки концов строк и сообщений. После этого нужно подвести курсор (см. ниже) в любую позицию под первой передаваемой строкой, а затем нажать клавишу send.
Напомним, что в ДС КРАБ есть информационный блок ШКОЛА, с помощью которого можно на экране получить описание директивы, ес​ли известно ее имя. Для этого достаточно выполнить директиву
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№лена директив с аннотациями выдаются на экран по директиве
В данном случае на экран будет поступать список директив редактирования. Если в последней директиве параметр РЕД'заменить на одно из имен групп директив ДС КРАБ
ВХОД АРХИВ
ФОРМИРОВАНИЕ СЕРВИС
то будет выдаваться список имен директив соответствующей группы.
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§ 4. Схема работы в диалоговом режиме СКП
Последовательность операций, выполняемых абонентом при рабо​те в диалоговом режиме СКП, разберем на конкретном примере созда​ния и обработки файла, символизирующего задачу вычисления, числа π. Предполагаем, что работа выполняется с использованием дис​плея марки Видеотон-340.
Перед включением дисплея Видеотон-340 необходимо проверить состояние клавиатуры аппарата:
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отключена      - защита буферной памяти выключена;
roll  включена       - скольжение строк по экрану;
lat  отключена     - включен регистр русского алфавита.
Включаем питание прибора, нажав зеленую кнопку  power (выключатель цепи) на панели сигнализации. Через 1-2 минуты после включения в левом верхнем углу экрана высвечивается курсор,
HYC  етх  send      - примитивная директива ОС ДИСПАК,
переводит канал связи в активное
состояние.
Ответ системы:
ЕСТЬ
- это сообщение означает, что система
готова к диалогу по данному каналу
связи,
етх
- пустая посылка.
Ответ системы:
ЭВМ-1 Т-23            - номер машины и терминала, при помо​щи которого осуществляется связь.
КРАБ
- примитивная, директива ОС, вызов
диалоговой системы КРАБ, Ответ системы: приветствие с указанием версии ДС и даты ее подключения к СКП.
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- над курсором появляется знак "ми​нус" - символ приглашения к набору директивы;
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Н [ач]
- выполняем директиву входа "начало",
которая инициализирует систему на запрос шифра абонента.
Ответ системы:
КТО ? .
- на этот запрос набираем свой шифр;
3129
- прием номера системой происходит в
секретном режиме - цифры номера на экран дисплея не поступают;
Ответ системы:
КЛЮЧ
- система запрашивает ключ абонента,
шифр которого был сообщен на запрос КТО ?
4700
- набираем ключ абонента, режим прие-
ма секретим.
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- начиная с этого момента абонент по​лучает доступ к ресурсам системы и бюджету отдела, соответствующим его категории.
Далее можно выполнить следующие сервисные директивы:
КТО
- список абонентов, работающих на
данной ЭВМ;
ВР [е]
- показания часов, установленных на 
данной ЭВМ;
Т [ЕР]
- номер терминала,
PPAlj ПАК
.  - график формирования пакетных задач;
А [РХ]
- номер архива, к которому подключен
терминал,
ВЦП
- состояние центрального процессора,
обращаем внимание на задачи с шифра​ми:
4001  - КРАБ 4003  - БЭСМ 4199  - ОС ДИСПАК, которые обеспечивают наиболее ста​бильную работу в диалоге;
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- список шифров задач 31 отдела с ука​занием номера канала ввода, находя​щихся на буфере ввода ОС. ДИСПАК. Не
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рекомендуется, чтобы на буфере ввода находились задачи с одинако​выми шифрами;
· состояние канала ввода;
· обращение к информационному блоку
ЖОМ ДС КРАБ, на экран выдается
описание директивы. -
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Приступаем к созданию файла на сбойных зонах абонентского
· имя файла - ПИ; имя файла - последо​
вательность букв и цифр, начинающих​
ся с буквы, эта последовательность
должна содержать от I до 6 символов;
· диагностика, обозначающая отсутствие
файла с именем ПИ в архиве абонента;
· выполняем директиву "дополнить";
· система выдает приглашение к набору
текста (знак "плюс" над курсором).
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Далее на "+" выполняем директиву вы​вода строк файла на экран дисплея со стандартным признаком директивы -точкой:
- выдается текст файла на сбойных зо​нах с номерами и остановками после выдачи очередных 14 строк.
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Теперь редактируем файл, исправляем ошибки с помощью директив:
<номер строки, перед которой вставляется текст>.
Проверяем операторы монитррной системы Дубна:
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· на экран выдаются все строки файла,
в первой позиции которых встречает​
ся символ х,
· проверяется паспорт задачи,
· контролируем длину файла,
· уплотняем файл,
· проверяем эффект уплотнения теку​
щего файла,
· формулируем задачу на буфер ввода
ОС ДИСПАК с печатью листинга на
центральном АЦПУ БЭСМ-6,
· какие задачи абонента 3129 находят​
ся на буфере ввода,
· состояние задачи с номером 3I290I,
· блокируем вывод на АЦПУ (если по
каким-либо причинам решение задачи
нас больше не интересует),
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· длина файла
· уплотнить
· формирование задачи с шифром 3129Ø2
на буфер ввода ОС ДИСПАК с записью
листинга на сбойные зоны системного
терминала Т - 00 (без изготовления
бумажного листинга)
· выполняем директиву ГДЕ несколько
раз и ждем появления ответа системы:
НЕТ, которая означает, что задача
обработана.
· по этой директиве выдается каталог
сбойных зон, закрепленных за терми​
налом абонента и системным термина​
лом Т - ØØ.
Листинг записывается в файл с именем АЦПУØ1 и параметрами:
хозяин  3129Ø2
терминал  ØØ .
Сложившуюся ситуацию можно схематично изобразить следующим образом (рис. 4).
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Рис. 4
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переписывается со сбойных зон сис​темного терминала 00 на сбойные зо​ны абонентского терминала, при этом текущий файл ПИ, символизирующий за​дачу, затирается.
ДЛ
- выполнение директивы "длина" позво- 
ляет установить количество строк в файле-листинге, если их мало, то по-видимому, есть грубые ошибки в струк​туре файла-задачи.
НАЙ /err/
- выполняется директива "найти" кон-
текстного поиска. Если в листинге есть сообщения транслятора об ошиб​ках, то они выдаются на английском языке. Структура таких сообщений следующая:
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Наконец, завершаем работу:
КТО
- прощаемся с абонентами системы
К [ОН]               - директива "конец" - конец работы
абонента
К [ОН]
- конец работы терминала
Ответ системы: КОНЕЦ СЕАНСА Отключаем терминал.
§ 5. Численные методы решения некоторых задач мерзлотоведения
При исследовании температурного режима в горных породах приходится решать несколько типов задач математической физики. Это стационарные задачи, задачи нестационарной теплопроводности с учетом и без учета фазовых превращений воды, задача определения температуры горных пород в условиях периодически установившегося режима.
Наиболее полно процесс тепло- и массообмена в горных породах формулируется на основе задачи типа Стефана. В полной постановке задача Стефана может быть решена численными методами. Среди эффек​тивных методов укажем метод решения задачи типа Стефана путем све​дения системы уравнений в частных производных к бесконечной систе​ме обыкновенных дифференциальных уравнений. Наибольшее распростра​нение получили разностные методы решения, приводящие в общем слу​чае к решению системы нелинейных алгебраических уравнений. К ним относятся метод прямых (схема Ротэ), схемы сквозного счета и дру​гие. В последнее время разрабатываются методы, основанные на при​менении ветвящихся цепных дробей. В целом же проблема Стефана в
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многомерном многофронтовом случае не решена.
Мы остановимся на решении задачи о температурных волнах в породах с фазовыми переходами, которое предложил В. А .Кудрявцев.
Расчетная схема В.А.Кудрявцева определения средней годовой температуры горных пород в периодически установившемся режиме с учетом основных геолого-географических факторов
В задаче предполагается, что на поверхности покровов длитель-
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ниченный однородный массив горных пород с постоянными теплофизи-ческими характеристиками. В связи с тем, что Т = 8760 час (1 год) - влияние геотермического тепла считается пренебрежимо малым.
Еще одна особенность заключается в том, что задача не явля​ется краевой, температура на глубине неизвестна, ее нужно опре​делить.
Считается, что В.А.Кудрявцев распространил решение Фурье за​дачи без начальных условий на среды с фазовыми переходами. Однако такой подход привел и к понятию температурной сдвижки, к выявле​нию закономерностей формирования температурного режима горных по​род в естественных условиях в зависимости от периодически меняю​щихся температурных параметров климата и неизменных теплофизичес-ких характеристик среды. Схема В.А.Кудрявцева моделирует одномер​ный процесс теплообмена с учетом фазовых переходов воды при перио​дическом изменении во времени температуры на поверхности покровов. Параметры решения определяются как средние за год. В формулах других исследователей температура на поверхности, как правило, постоянна, а закон изменения; подвижной границы раздела фаз такой
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Для применения этих формул приходится осреднять граничную темпе​ратуру, задавать начальную температуру породы. Итак, определим входные данные алгоритма:
1) ав  - амплитуда воздуха, °С,
2) tB  - среднегодовая температура воздуха, °С, Нв/Ав,
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мощность снежного покрова, м,
плотность снега, кг/м3,
высота растительного покрова, м,
коэффициент температуропроводности в растительности
в мерзлом состоянии, м2/ч,
коэффициент температуропроводности растительности в
талом состоянии, м2/ч,
коэффициент теплопроводности мерзлой породы, кДж/м•ч•оС
коэффициент теплопроводности талой породы,кДж/м•ч•оС
объемная, влажность горных пород, доли единицы, объемное количество незамерзшей воды, доли единицы, объемная теплоемкость скелета породы, кДж/м3•оС,
теплота осадков - количество тепла, поступающее в грунт за счет инфильтрации летних осадков, кДж/м2, радиационная поправка на среднегодовую температуру воздуха, °С,
радиационная поправка на физическую амплитуду темпе​ратуры воздуха, °С.
грунт за счет инфильтрации летних осадков, кДж/м^, радиационная поправка на среднегодовую температуру воздуха, °С,
радиационная поправка на физическую амплитуду темпе​ратуры воздуха, °С.
ые данные:
отепляющее влияние снежного покрова, °С,
влияние растительности на среднегодовую температуру поверхности породы, °С,
влияние растительного покрова на температурную ампли​туду поверхности породы, °С, амплитуда температурного колебания, на поверхности, °С,
среднегодовая температура на поверхности породы, °С, величина температурной сдвижки, °С,
среднегодовая температура на подошве слоя сезонного промерзания (оттаивания) без учета влияния осадков,
°с,
глубина сезонного промерзания (протаивания) без учета
влияния осадков, °С,
отепляющее влияние летних осадков, °С,
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10)
II)

 tξ   - среднегодовая температура пород на глубине ξ с учетом влияния всех основных факторов, °С,
ξ   - глубина сезонного промерзания (протаивания) с учетом влияния, перечисленных факторЪв, °С.
Алгоритм состоит из следующих основных правил,
I. Расчет отепляющего влияния снежного покрова по формуле
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где
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= (0,018 + 0,00087 рсн Ссн = 838 кДж/м3.°С.

 4,19, кДж/м.ч.°С,
Правило заканчивается расчетом амплитуды и среднегодовой температуры на поверхности растительного покрова:
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П. Вычисление влияния растительного покрова на температурный режим породы
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Рис. 5
Как видно из рис. 5, моменты инверсии знака температуры воздуха определяются выражениями
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Рассчитаем величины
Затем вычисляются поправки
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определяющие параметры температурного колебания на поверхности породы:
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Ш. Расчет температурной сдвижки
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если числитель если числитель
1У. Вычисление глубины сезонного промерзания (протаивания) без учета теплового влияния летних осадков:
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Объемные теплоемкости См и Ст   и     Q     - теплота фазовых перехо​дов вычисляются по формулам:
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ного оттаивания необходимо рассчитать отепление грунта за счет инфильтрации летних осадков.
У. Вычисление величины   ∆toc - отепляющего влияния летних осадков. Эта величина находится из уравнения.
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Таким образом, искомая температура пород tξ  и соответствующая. ей глубина сезонного оттаивания. ξ(tξ)  вычисляются путем на​хождения корня непрерывной функции
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на отрезке
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Корень может быть вычислен методом деления интервала корня попо​
лам (см. ниже).     
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ке БЭЙСИК для вычислительного комплекса "Электроника ДЗ-28".
Расчет глубины сезонного промерзания (протаивания) по форму​ле В. А. Кудрявцева,
В качестве исходной формулы для вычисления глубины сезонного промерзания (протаивания) была взята известная формула В.А.Кудряв​цева:
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Путем тождественных преобразований этой формулы можно перейти к более простому выражению
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глубина сезонного промерзания (протаивания) ξ  связана с ξ' следующим образом:
[image: image305.jpg]5=\ALy .




Такое преобразование позволяет реализовать алгоритм расчета по формуле В.А.Кудрявцева в виде программы на микрокалькуляторе типа МК-54. а также дает возможность построить компактные номо-
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где
В этом виде формула программируется на калькуляторе МК-54. Программа занимает 93 шага. Здесь уместно пояснить порядок рабо​ты на МК-54. Режим  "программирование" задается нажатием клавиши F, ПРГ, но  предварительно необходимо в режиме "автомати​ческая работа" установить счетчик адреса на то значение адреса, с которого начинается программа. Обычно программа вводится с ну​левого адреса, поэтому перед переключением МК в программный ре​жим нажимается клавиша В/О  , устанавливающая счетчик на нуле​вой адрес. Затем выполняется переход в режим ввода программы:
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команде перехода, то ввод исправленной команды производится с адреса первого шага команды, даже если в ней ошибки нет, а ошибка есть в двухцифровом адресе перехода.
Для: исключения какой-либо команды необходимо перейти на ад-
рес исключаемой команды, затем нажать К  НОП (нет операции).
Это приводит к записи нейтральной команды (код 54), не выполняю​
щей никаких действий.

После ввода программы нужно переключить МК в режим калькуля​тора: F АВТ . Текст программы вычисления ξ по формуле В.А. Кудрявцева и пояснения к ее использованию приведены в приложении.
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Алгоритм поиска корня непрерывной функции методом деления интервала корня пополам
Пусть требуется найти корень функции  f(x)= 0 на отрезке Xϵ[X1,X2], причем f(x1) < 0 ,  f(x2) > 0 - на концах отрезка функ​ция имеет разные знаки,
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В курсе математического анализа доказывается, что в этом случае существует корень (теорема Больцано). Среда методов поиска корне!! уравнений наиболее эффективны методы хорд и касательных. Однако эти методы сходятся при достаточно жестких ограничениях: хорошее начальное приближение, существование второй производной, требова​ние на выпуклость.
В методе пополамного деления (суживающихся интервалов, дихо​томии, взятия корня в вилку) для поиска корня требуется вычислять значение левой части уравнения в, произвольной точке интервала.
Итак, входными данными алгоритма назовем его Р2 являются: X0- точка, в которой известен знак функции; i  - знак функции в точке X0, т.е. i = sign (f(X0)); Н   - шаг поиска корня, AA - массив констант для вычисления f f   - имя: алгоритма, изображающего вычисление f(X) в произ​вольной точке области поиска корня, входные данные для алгоритма
F  такие: AA - массив констант, X - значение аргумента, при котором необходимо вычислить f, аргумент передается в f алгоритма поиска корня Р2, RR  - выходное данное F . Выходное данное Р2 обозначим через е
Итак, алгоритм Р2 символизирует оператор Р2 (AA, X0, Н , F , R ). Оператор F (AA, X, RR ) соответствует алгоритму F . Простейшая блок-схема алгоритма может быть такой (см. с, 103).
Дадим некоторые пояснения к этой блок-схеме. Буква Р обозна​чает границу корня, в которой функция имеет знак i, a M - это та граница, где функция имеет противоположный знак. Имена EI и Е2 изображают точности поиска корня функции. EI используется для
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завершения поиска корня, если левая часть уравнения мала. Другим критерием окончания вычисления корня является близость к нулю расстояния, между границами корня Р и М. За меру близости к нулю принимается величина Е2. Имена S и J  введены для размещения внутренних данных алгоритма.
Вычисление границы М изображает часть блок-схемы, заканчиваю​щаяся блоком I. Остальная часть изображает дробление интервала корня пополам.
Далее, здесь считается, что функция Sign(0)=0.  Из опреде​ления встроенной функции S1CN  алгоритмического знака ФОРТРАН указанное свойство не следует, поэтому при реализации алгоритма на ФОРТРАНЕ знак величины Е нужно вычислить с помощью выражения вида
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Для. функций, у которых известны обе границы корня, целесо​образно шаг его вычисления Н положить равным М - X0.
ГЛАВА У. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ДАННЫХ И СТАТИСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В ГЕОКРИОЛОГИИ
Широкое применение при обработке геологических , в том числе и геокриологических, данных получили методы математической статис​тики. Это обусловлено природной сложностью строения геологических объектов и протекающих в них процессов, большим количеством факто​ров различной физической природы, определяющих строение и измен​чивость геологических образований, объективной или субъективной невозможностью учесть все эти факторы. Все это, а также ограничен​ность возможностей получения экспериментальных данных приводит к тому, что эти данные представляют собой совокупность случайных, а не детерминированных величин.
Статистическая обработка предполагает построение статистичес​ких моделей изучаемых геологических характеристик, наиболее пол​но соответствующих экспериментальных данным, оценку степени этого соответствия, анализ принятых моделей и формулирования на основа​нии этого анализа определенных геологических выводов.
Под статистическими моделями геологических характеристик пони​мают, как правило, соответствующим образом подобранные случайные величины или случайные функции с такими законами распределения, которые наилучшим образом соответствуют экспериментальным данным, полученным в ходе изучения геологических объектов. При этом раз​личия между множеством реализаций этой модельной случайной вели​чины или слзгчайной функции и экспериментальными данными, обуслов​ленные случайностью самой выборки, не должно превышать при задан​ном уровне значимости строго определенной величины, задаваемой критерием согласия.
В качестве статистических моделей геологических характеристик наиболее часто используются одномерные и многомерные случайные величины, а также случайные функции.
Одномерная статистическая модель используется в тех случаях, когда экспериментальные данные можно представить в виде совокуп​ности реализаций одной случайной величины (такую совокупность принято называть выборкой). Примером могут служить данные, полу​ченные в ходе экспериментальных определений состава или свойств мерзлых и талых пород (например, гранулометрического состава дисперсной породы, характеристик геометрии порового пространст​ва мерзлых дисперсных пород, показателей физико-механических
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свойств талых и мерзлых пород и т.д.). 
Одномерная статистическая модель может быть использована и для описания свойств и строения массивов многолетнемерзлых пород, полученных по геофизическим данным или по данным бурения в преде​лах одного микрорайона. Одномерная модель используется в тех слу​чаях, когда результат каждого отдельного измерения представляет собой независимые отклонения исследуемого параметра от его сред​ней для всей совокупности измерений величины.
Двумерная и многомерная статистические модели применяются тогда, когда необходимо совместное рассмотрение двух или несколь​ких случайных величин, каждая из которых соответствует определен​ному признаку или характеристике исследуемого объекта. В этом слу​чае отдельная случайная величина ξ  играет роль компоненты мно​гомерной случайной величины X, которую часто называют в этом случае случайным вектором:
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где m - размерность случайной величины.
Примером использования многомерной статистической модели в мерз-
лотоведении может служить одновременное рассмотрение таких свойств
многолетнемерзлых пород и природных льдов, как удельное электри​
ческое сопротивление, скорость распространения ультразвуковых
волн и теплопроводность. Показатель каждого из этих свойств выс​
тупает как самостоятельная одномерная случайная величина, резуль​
таты же совместного определения этих свойств на некотором множест​
ве образцов могут интерпретироваться как реализации трехмерной
случайной величины. Трехмерная статистическая модель может быть
использована и при обработке данных, полученных в результате од​
новременных измерений влажности пород сезонноталого слоя, его мак​
симальной мощности и среднегодовой температуры на подошве слоя
при условии, что все замеры выполнены в пределах одного микрорай​
она.

Модели типа "случайная функция" привлекаются для обработки данных в том случае, если статистические характеристики случайных величин показателей мерзлотного строения изменяются от точки к точке в пространстве или во времени. В первом случае, когда аргу​ментом служат координаты пространства, говорят о случайных полях или последовательностях. Если аргументом является время, случай-
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ную функцию называют случайным процессом.
Применение моделей типа случайных функции необходимо, когда исследуются пространственная или временная изменчивость показате​лей свойств и. строения многолетне- и сезонномерзлых пород. Важней​шим классом задач такого типа является в мерзлотоведении задача картирования ММП по определенному комплексу признаков. Примером случайного процесса, рассматриваемого в мерзлотоведении в связи с динамикой температурного поля пород, является временная .функция температуры воздуха, которая наряду с закономерными периодически​ми составляющими включает в себя и случайную составляющую:    /
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где   η(τ) - случайная составляющая временной изменчивости
температуры.
•
Использование статистических моделей при обработке геологичес​ких данных позволяет применить мощный аппарат, разработанный в теории вероятности и математической статистике, использовать биб​лиотеки стандартных программ статистической обработки эксперимен​тальных данных, имеющихся на современных вычислительных системах, т.е. проводить эту обработку на современном научно-техническом уровне.
Наиболее широко при обработке геокриологических данных приме​няются такие статистические методы, как методы проверки статисти​ческих гипотез, корреляционный и регрессионный анализ, факторный анализ, методы классификаций, тренданализ и др.
Статистическая обработка экспериментальных данных начинается, как правило, с исследования закона распределения исследуемой слу​чайной величины, т.е. с построения статистической модели изучае​мого признака и определения характеристик этой модели. Характерис​тикой модели наряду с законом распределения служат параметры рас​пределения: математическое ожидание, дисперсия, коэффициент ас-симетрии и эксцесс. Реже используются такие характеристики, как мода и медиана. Математическое ожидание случайной величины харак​теризует среднее значение изучаемого признака для всей исследо​ванной совокупности (в случае нормального закона распределения оно совпадает с наиболее вероятным значением этого признака), дисперсия характеризует величину возможного отклонения результа-
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тов отдельного измерения признака от среднего.
Анализ закона распределения случайной величины исследуемого признака необходим не только для вычисления его средних значений и отклонений от среднего (что позволяет в компактной форме пред​ставлять результаты большого числа единичных измерений), но и для обоснования возможности применения для обработки данных методов математической статистики. Дело в том, что большинство этих мето​дов, во всяком случае в наиболее широко используемых вариантах, предполагает нормальное распределение случайных величин. Случай​ные величины, с которыми имеют дело при обработке геологических данных, характеризуются чаще всего нормальным или логнормальным законом распределения, поэтому такое предположение не является особенно обременительным. Однако встречаются и другие законы рас​пределения и в этом случае ошибочный выбор в качестве статистичес​кой модели случайной величины с нормальным распределением может привести к ошибочным выводам. Поэтому в последнее время в геоло​гии все шире используются так называемые ранговые критерии и про​цедуры обработки информации, которые не требуют никаких априорных допущений о законе распределения случайных величин, рассматривае​мых в качестве математических моделей изучаемых геологических характеристик.
Широкое применение при обработке геблогических (в том числе и геокриологических) данных получили методы проверки статистичес​ких гипотез. Чаще всего эти методы используются для объективного решения вопроса о сходстве или различии геокриологических объек​тов. В этом случае проверяются гипотезы о принадлежности отдель​ных выборок, характеризующих эти объекты, одной генеральной сово​купности. Эти же методы используются и для того, чтобы на фоне "нормального" поля распределения значений исследуемого признака обоснованно выделять "аномальные" отклонения, отвечающие "аномаль​ным" объектам.
Использование корреляционного и регрессионного анализа воз​можно тогда, когда в качестве статистической модели геокриологи​ческих характеристик выбрана двумерная или многомерная случайная величина. Он позволяет установить корреляционные взаимосвязи меж​ду отдельными составляющими многомерной случайной величины. При​чины стохастической связи между случайными величинами кроются в том, что наряду с общими факторами, действующими на все величины
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одновременно, имеются и такие, которые действуют лишь на отдель​ные величины или на группы величин, входящих в многомерную слу​чайную величину в качестве составляющих.
Показателем тесноты линейных стохастических связей является коэффициент парной или множественной корреляции. В случае нелиней-ного характера зависимости между исследуемыми величинами наличие корреляционных связей устанавливается с помощью корреляционных отношений. Если гипотеза о наличии'стохастических связей подтвер​дилась, можно подобрать уравнение, называемое уравнением регрес​сии, количественно описывающее эту связь. В этом случае возникает возможность прогноза значений одной из случайных величин по значе-ниям другой.
Наряду с прогнозными задачами, метод множественной регрессии позволяет решать задачи классификации, которые заключаются в объе-динении исследуемых объектов в группы таким образом, чтобы дости​галась максимальная однородность внутри группы и минимальная -между группами.
Описанные статистические методы применяются в ходе проверки справедливости так называемых геостатистических гипотез, выдвину​тых на эвристической основе и представляющих собой по существу более или менее сложные статистические модели изменчивости гео​криологических характеристик. Такая проверка заключается в оцен​ке непротиворечивости статистических выводов, основанных на при​нятии этих гипотез, фактическим данным, полученным при геокриоло​гических исследованиях. Если гипотеза противоречит фактическим данным, она отвергается как несостоятельная. Может так случиться, что две различные гипотезы не противоречат имеющимся данным. В этом случае следует провести дополнительные теоретические и экс​периментальные исследования.
К числу геокриологических задач, при решении которых наиболее часто используются методы математической статистики, относятся такие, как установление связи между физическими свойствами и по​казателями состава и строения мерзлых пород и природных льдов, установление связи между составом, строением и свойствами мерз​лых пород и льдов и их генезисом. Для решения этих задач привле​каются методы корреляционного и регрессионного анализа и методы классификации.
К числу статистических (стохастических) задач относятся так​же задачи мерзлотного прогноза, так как мерзлотный прогноз по су-
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ществу косит вероятностный характер и основан на изучении пpocтpaн-ственной и временной изменчивости геокриологических характеристик. Процесс прогнозирования мерзлотных характеристик с применением статистических методов строится следующим образом: I) устанавлива​ется факт наличия статистической зависимости между изучаемыми ха​рактеристиками и определяющими природными факторами; 2) определя​ются формы этой зависимости; 3) определяются параметры уравнения связи изучаемых характеристик; 4) определяются условия возможнос​ти переноса установленной закономерности на весь интересующий ис​следователя регион и на другие временные интервалы; 5) вычисляют​ся количественные значения прогнозируемых характеристик в преде​лах конкретных участков и в определенные временные интервалы.
Важной областью геокриологии, где в последнее время все интен​сивней внедряются методы статистического анализа, является мерз​лотное картирование. Эти методы могут быть применены на всех ста​диях мерзлотной съемки и картирования, включая ландшафтное микро​районирование, установление частных и общих закономерностей, соб​ственно построение карт.
Методы математической статистики широко используются при ре​шении задач организации и планирования полевого и лабораторного эксперимента. К таким задачам относится выявление наиболее инфор​мативных признаков, выбор наиболее эффективной системы наблюдений (определение измерений, необходимого для достижения заданной точ​ности, размещение точек измерений на местности и т.д.), установ​ление адекватности полей геофизических параметров полям исследуе​мых геокриологических параметров и т.д.
Следует отметить, что использование статистических моделей в геокриологии постоянно расширяется, над внедрением методов мате​матической статистики в геокриологии работают многие исследовате​ли. Быстро растет объем фактического материала. Поэт.ому в ближай​шем будущем можно ожидать более активного применения мощного ап​парата математической статистики при обработке геокриологических данных при решении самого широкого круга вопросов мерзлотоведе​ния.
Для того, чтобы проиллюстрировать изложенный материал, приве​дем несколько частных примеров использования методов математичес​кой статистики в геокриологии.
Пример I. Установление адекватности полей геоэлектрических параметров и полей геокриологических параметров.
110
Задача эта возникает в том случае, когда в качестве одного из •методов мерзлотной съемки используются электроразведочные исследо​вания. Для того, чтобы обоснованно перейти от геоэлектрических ха​рактеристик к геокриологическим, необходимо доказать их адекват​ность.
Будем рассматривать лишь часть этой большой задачи - решим вопрос о соответствии значений мощности ММП, установленных по дан​ным вертикальных электрических зондирований (ВЭЗ), истинной мощ​ности многолетнемерзлых пород в пределах исследуемой территории. В качестве примера воспользуемся материалами геофизических и гео​криологических исследований, выполненных в пределах севера Амурс​кой области.
Для характеристики истинной мощности ММП будем использовать данные термометрии скважин, расположенных в центральных частях не​которых однородных по геокриологическому строению участков. В этом случае неодномерностью температурного поля можно пренебречь и счи​тать полученное значение мощности ММП характерным для всего одно​родного участка. Всего таких участков и скважин на них было выбра​но 28, они расположены в различных точках исследуемой территории достаточно случайным образом и отражают мерзлотное строение пород в пределах различных типов ландшафтов.
В пределах каждого участка вблизи скважин было выполнено в среднем по 10 вертикальных электрических зондирований (всего для анализа отобрано 285 точек ВЭЗ). Точки зондирований располагались возле скважин достаточно равномерно и на значительном удалении друг от друга (не ближе 30 м). В результате интерпретации кривых ВЭЗ для каждой точки зондирования было установлено значение мощ​ности ММП. Мощность ММП, установленная по данным ВЭЗ для каждого однородного участка, является случайной величиной, распределенной по определенному закону. Действительно, кроме природной изменчи​вости самой величины истинной мощности ММП в пределах однородного участка, случайные отклонения от среднего значения могут быть вызваны погрешностями измерения и интерпретации кривых ВЭЗ, дейст-вием принципа эквивалентности. Таким образом, в качестве статисти-ческой модели величины мощности ММП, установленной по данным ВЭЗ, принята одномерная случайная величина  X. Ее реализацией на одном из однородных участков, например, является:
                     Х1 = 68 м, Х2= 76 м,  Х3= 67 м, Х4= 72 м,  Х5= 60 м,
III
        Х6 = 74 м,  Х7 = 71 м, Х8= 65 м,  Х9= 70 м, Х10 = 68 м.
Истинная мощность ММП на этом же участке равна 70 м. Обращает на себя внимание тот факт, что среднее значение по всем реализа​циям случайной величины Х  на этом участке
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мало отличается от истинного значения мощности. То же самое спра​ведливо и для остальных участков.
Для того, чтобы обоснованно ответить на вопрос можно ли испо​льзовать для оценки истинном мощности ММП результаты интерпрета​ции ВЭЗ, необходимо проверить справедливость для исследуемой тер​ритории следующей геостатистическом гипотезы: а) мощность ММП, установленная по данным ЮЗ, является несмещенной оценкой истин​ной мощности ММП, т.е. математическое ожидание случайной величины Х для каждого однородного участка в точности равно истинной мощ-ности ММП; б) вероятность отклонения значений измеренной по дан​ным ВЭЗ мощности ММП от истинных значений зависит от абсолютной величины этого отклонения и не зависит от его знака.
Проверку гипотезы начнем с того, что объединим все 285 измере ний мощности ММП методом ВЭЗ в одну совокупность. Это можно сде​лать, перейдя от случайной величины Х  к безразмерной нормиро​ванной относительно истинных значений мощности ММП случайной ве​личины δ. Она определяется следующим образом:
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где Хi - реализация случайной величины Х  в пределах одно​родного участка,  Н - истинная мощность ММП на этом же участке. Величина  δ - это относительная погрешность единичного опре​деления мощности ММП-методом ВЭЗ.
Если сформулированная геостатистическая гипотеза справедлива, то для случайной величины  δ  выполняется следующее: I) вели​чина δ должна иметь нормальный закон распределения; 2) мате​матическое ожидание случайной величины  δ равно нулю. Провер​ка этих следствий дает возможность судить о непротиворечивости выдвинутой гипотезы фактическим данным.
Итак, случайной величиной, которая подлежит рассмотрению, яв-
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Рис. 5. Гистограмма распределения случайной величины относительной погрешности  δ  определения мощности по данным ВЭЗ
ляется в данном случае относительная погрешность δ  единичного измерения мощности ММП методом ВЭЗ. На рис. 5 приведена гистограм​ма распределения  δ, построенная по всем 295 реализациям этой случайной величины. Проверку первого следствия геостатической ги​потезы будем проводить аналитическим методом, который основан на рассмотрении оценок ассиметрии Â  и эксцесса Ê, получае​мым из исходной выборки по формулам:
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где m3 и m4 - третий и четвертый центральные выборочные момен​ты, а S2 - оценка дисперсии. Эти выборочные статистики рассчи​тываются по следующим формулам:
[image: image318.jpg]n ‘__2_ n ._~s n ._‘—;h
$_nEd) : mfg;(f‘. d) ; m4=é(i‘ 1l

n=4




8 - 1060

113
[image: image319.jpg]



Здесь  δi - единичная реализация случайной величины δ, - оценка математического ожидания этой случайной величины:
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В том случае, если случайная величина  δ   распределена по нормальному закону, случайные величины А и Е  значения кото​рых Â  и Ê  мы наблюдаем, распределены также по нормально​му закону со средними Ā  и Ē , равными нулю, и с дисперсиями
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Поэтому числа
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В случае нормального распределения случайной величины δ   будут представлять собой единичные реализации случайных величин t1 и t2,
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временно.
Проведем указанные вычисления для нашего конкретного случая:
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Итак, с высоким уровнем значимости можно считать, что случай​ная величина δ  распределена по нормальному закону.
Проверка второго следствия исследуемой геостатической гипоте​зы заключается в проверке гипотезы о равенстве неизвестного мате​матического ожидания Мδ случайной величины δ нулю. Эту ги​потезу называют еще нулевой гипотезой и обозначают так:
           н0        :       мδ  =     0,
при альтернативной гипотезе Н1 :
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Сначала разберем проверку нулевой гипотезы для общего случая:
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где μ0 - известное число.
В случае нормального распределения случайной величины о качестве критерия можно использовать выражение
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таблицам распределения Стьюдента с (n- 1) - степенями свободы. Проверим справедливость нулевой гипотезы в нашем случае:
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Таким образом, с большим уровнем значимости нулевую гипотезу можно считать справедливой.
В результате проведенного анализа оказалось, что следствия, выведенные из исследуемой геостатической гипотезы, не противоре​чат наблюдаемым фактическим данным, поэтому сама геостатистичес​кая гипотеза должна быть принята как справедливая.
Итак, мы показали, что для определения вертикальной мощности ММП в пределах исследованной территории можно с успехом использо​вать данные метода ВЭЗ, так как установлено, что математическим ожиданием случайной величины результата единичного измерения мощ​ности ММП методом ВЭЗ служит значение истинной вертикальной мощ​ности ММП в данной точке.
Следует остановиться еще на одном важном моменте. Несмотря на простоту формул, по которым ведутся вычисления, сам процесс вы​числения очень трудоемкий и требует обязательного использования вычислительной техники. При этом, если объемы выборок небольшие
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(n < 30÷40), то оказывается вполне достаточным использование микрокалькуляторов (желательно программируемых типа Б 3-34). Ес​ли же число наблюдений велико, возникает необходимость использо​вания более сложной вычислительной техники (например, мини-ЭВМ Д 3-28, "Искра" и т.п.). Это связано в первую очередь с тем, что в этом случае требуется более тщательная подготовка исходных дан​ных.
Пример 2. Исследование закона распределения случайной величины мощности ММП в пределах развития одного определенного типа ланд​шафта .
Результаты, полученные при рассмотрении предыдущего примера, позволяют использовать для характеристики мощности ММП данные по определению этого параметра методом ВЭЗ. Использованы материалы по двум участкам, один из которых расположен на севере (участок I), а другой на востоке (участок П) Амурской области. На каддом из участков мощность ММП определялась в пределах развития одного' определенного типа ландшафта.
Итак, в данном случае исследуемой случайной величиной являет​ся значение мощности ММП в пределах одного микрорайона. Обозначим эту случайную величину Х1  для первого участка и Х2 для вто​рого. В результате проведенных измерений для первого участка по​лучено 23 реализации случайной величины  Х1 ,  а для второго участка - 19 реализаций  Х2 . Гистограммы распределения случай​ных величин Х1 и Х2  приведены на рис. 6.
Для дальнейшего исследования закона распределения случайных величин Х1 и Х2  можно было воспользоваться описанным в пер​вом примере аналитическим методом. Однако существуют и другие способы проверки гипотез о законе распределения случайных величин. Одним из наиболее простых является графический способ. Он основан на построении спрямленных графиков накопленных частностей на спе​циальной вероятностной бумаге в арифметическом масштабе (в слу​чае проверки гипотезы о нормальном законе распределения) или в логарифмическом масштабе (для проверки гипотезы о логнормальном распределении). Если спрямленный график представляет собой пря​мую линию, то соответствующая гипотеза принимается, если график существенно отличается от прямой - гипотеза отбрасывается.
Воспользуемся этим способом. По виду гистограммы (см. рис. 6а) можно предположить, что случайные величины Х1 и Х2  рас​пределены по нормальному закону, поэтому спрямленные графики
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Рис. 6. Гистограммы распределения (а) и графики накопленных частостей (б) случайной величины мощности ММП на участках I и П соответственно
накопленных частостеи будем строить на вероятностной бумаге с арифметическим масштабом по оси X. Графики, соответствующе величинам Х1 и Х2 ,  приведены на рис. 6б. Очевидно, что графики накопленных частостеи мало отклоняются от прямой линии и, следовательно, гипотеза о нормальном законе распределения слу​чайных величин Х1 и Х2  хорошо согласуется с фактическими данными и может быть принята.
Этот статистический вывод означает, что значение мощности ММП, измеренное в произвольной точке внутри контура определенного типа ландшафта, является случайной величиной, распределение кото​рой подчинено нормальному закону. Это значит, что поле параметра мощности ММП однородно в пределах одного типа ландшафта и харак​теризуется определенным средним значением, отклонения от которого носят случайный характер.
Пример 3. Исследование пространственной изменчивости мощности ММП.
Как и в предыдущем примере для решения задачи были использова​ны данные о мощности ММП, полученные методом ВЭЗ. Определения мощ​ности ММП были произведены на нескольких участках, расположенных вдоль широтного профиля длиной 40 км в пределах северной части Амурской области. В предыдущем примере было показано, что параметр мощности МИШ однородно распределен в пределах одного микрорайона. Интересно установить, как отличаются распределения этого парамет​ра на соседних участках, но относящихся к различным типам ландшаф​та. Важно также проследить региональную изменчивость параметра мощности ММП в пределах участков, относящихся к одному определен​ному типу ландшафта. Для решения этих задач было выбрано два ти​па ландшафта, встречающихся вдоль профиля исследований. Приведем краткую характеристику этих типов: I тип - участки второй надпой​менной террасы рек Гилюй и Кодули со сплошным моховым покровом, поросшие редкоствольным угнетенным лиственичным лесом; П тип -участки долин временных водотоков со сплошным моховым покровом на второй надпойменной террасе рек Гилюй и Кодули. ММП на этих участках имеют сплошной характер распространения. Мощность рых​лых отложений в пределах второй террасы колеблется от 4 до 7 м. Для обоих типов ландшафта характерно наличие в верхней части разреза слоя среднеразложившегося торфа, перекрывающего песчаные отложения. Мощность этого слоя для ландшафта I типа колеблется
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от 0,5 до 1,5 м, а на участках д типа - от 1,2 до 2,5 м, реже -до 4,5 м. Торф водонасыщенный, с глубины 0,4-1,0 м - мерзлый, при оттаивании насыщен водой. Глубина сезонного протаивания колеблет​ся от 0,4-0,6 м для ландшафта П типа до 0,5-1,0 м для ландшафта I типа. Характерна также значительно большая влажность и льдис-тость многолетнемерзлых рыхлых отложений на участках, относящих​ся ко П типу ландшафта, по сравнению с участками распространения ландшафта I типа.
На исследованном 40-километровом профиле было встречено 7 участков, относящихся к I типу, и 8 участков, относящихся ко П ти​пу ландшафта. На каждом участке более или менее равномерно распре-деленных по профилю было выполнено по 10 ÷ 14 ВЭЗ.
Итак, случайной величиной X  в этом примере также является мощность ММП, причем для каждого типа ландшафта мы располагаем набором независимых случайных величин Х1,Х2 ,...; Хi ,..., Хk , которые соответствуют наблюдениям на соответствующих участках профиля (таким образом для ландшафта I типа  К = 7, а для ланд​шафта П типа К =8. Причем над каждой из случайных величин произведено ni  наблюдений: Хi1,Хi2 ,...; Хij ,..., Хin i.
Предыдущий пример показал, что распределение случайных вели​чин Хi  удовлетворяет нормальному закону, что позволяет по данным наблюдений вычислить оценки неизвестных параметров распре​деления всех участков профиля Х1,Х2 ,...; Хi ,..., Хk , и S21,
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S22, ..., S2k    по формулам:
· оценка среднего значе​
ния,
· оценка дисперсии.
Результаты вычислений приведены в табл. 3.
Приведенные в таблице данные указывают на сходство соответст​вующих оценок для измерений в пределах участков одного типа ланд​шафта и существенное их различие для различных типов ландшафта. Для того, чтобы количественно оценить справедливость такого пред​положения, воспользуемся статистическими методами проверки гипо​тез, предполагая нормальный закон распределения случайных вели​чин.
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Таблица   3
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	13
	84,3
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Сначала проверим гипотезу об однородности совокупности выбо​рок, принадлежащих одному типу ландшафта. Эта проверка заключает​ся в проверке двух гипотез - гипотезы о равенстве дисперсий δ1 , δ2, ..., δi , ..., δк   и гипотезы о равенстве средних `
μ1, μ2, ..., μk
Первая гипотеза запишется в следующем виде:
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Для. проверки этой гипотезы может быть использован критерий Барт-лета [12] , который имеет вид
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где
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деления или вычисляются (при наличии вычислительной техники). В противном случае гипотеза  Н0 отклоняется как несоответствую​щая фактическим данным.
Способ проверки гипотезы о равенстве средних:
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будет определяться исходом проверки предыдущей гипотезы о равенст​ве дисперсий δ2i = δ20. 
Если гипотеза о равенстве дисперсий не отклоняется, гипотезу Н0: μ1 = μ2 = ... = μk = μ0 можно проверить с помощью критерия, аналогично​го критерию Стьюдента [12], который представляет собой набор К отношений
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где в свою очередь
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мается.
Воспользуемся данными табл. 3 для проверки однородности рас​пределения, параметра мощности ММП в пределах одного типа ландшафта на протяжении всего исследуемого профиля.. Сначала проверяем гипо​тезу о равенстве дисперсий. Для этого вычисляем критерий В  : для I  типа ландшафта   ВI = 0,85,   для II типа   ВII = 1,82.  Примем
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I типа ладдшафта и для i = 1,2,,.., 8 - для П типа.
Следовательно, гипотеза о равенстве средних значений распреде​лений должна быть принята. Итак, мы показали, что все выборки слу​чайной величины мощности ММП на участках развития, одного типа ландшафта принадлежат одной генеральной совокупности, т.е. вдоль всего исследованного профиля статистические характеристики значе​ния мощности ММП на участках одного типа ландшафта не изменяются.
Сравним теперь обобщенныe статистические характеристики пара​метра мощности ММП, полученные для двух различных типов ландшаф-
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чинено закону Фишера ( F - распределение) с n1=1 и n2- 1 степенями свободы. Гипотеза Н0 принимается, если
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По таблицам находим допустимое значение I"   для уровня значимости 0,05: F(95,83), 0,95 ≈ 1,45 , следовательно
F > F(95,83), 0,95, и гипотеза Н0 o равенстве дисперсий отвергается. В этом случае для проверки гипотезы о равенстве двух средних   Н0:μ1 = μ2
при альтернативе Н1:μ1 ≠ μ2
должен быть использован следующий критерий [l2J:
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Число t в случае справедливости гипотезы Н0  будет значением нормально распределенной случайной величины с параметрами 0 и I. Поэтому гипотеза Н0 принимается с уровнем значимости 0,05, если │t│< 1,96  и отвергается в противном случае. Подсчитаем значение t для наших данных:
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Итак, гипотезу о равенстве средних значений двух выборок слу​чайной величины мощности ММП, полученных на участках, относящихся к различным ландшафтным типам, следует отбросить, так как она не соответствует фактическим данным.
Отметим, что если бы гипотеза о равенстве дисперсий подтверди​лась, то при проверке гипотезы о равенстве средних следовало бы пользоваться уже другим критерием:
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где
Если проверяемая гипотеза Н0 : μ1 = μ2  верна, то число t есть значение случайной величины, распределенной по закону Стью-дента с ( n1 + n2 -2) степенями свободы. Гипотеза принимается, если
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Проведенные исследования пространственной изменчивости мощнос​ти ММП показали, что для южных районов криолитозоны характерна тесная взаимосвязь ландшафтно-индш^ационных признаков с особеннос​тями строения всей толщи ММП, в том числе ее мощности и льдистос-
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ти слагающих ее пород. Кроме того, эти параметры строения ММП в пределах того или иного типа ландшафта на территории одного гео​криологического района обладают стационарным характером изменчи​вости. Все это доказывает высокую эффективность применения ланд-шафтно-ключевого метода, который является основой мерзлотной и инженерно-геологической съемки.
Следует отметить, что проводимые при проверке статистических гипотез количественные расчеты достаточно трудоемки. Ручной счет в этом случае занимает очень много времени, поэтому для повыше​ния эффективности применения этих методов следует пользоваться вычислительной техникой.
ГЛАВА П. РЕШЕНИЕ ГЕОКРИОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ АНАЛОГОВЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИН
§ I. Принцип аналогии. Аналогия тепловых,
электрических и гидравлических процессов
В природе известно множество явлений, для количественного опи​сания которых могут быть использованы одни и те же уравнения. Та​кими явлениями, например, являются кондуктивное распространение тепла, диффузия, им аналогичны электрические, гидравлические и другие явления. Факт подобной аналогии был известен ученым давно. Так, например, Максвелл в своем "Трактате об электричестве и магне​тизме" говорит: "На первый взгляд имеется полная аналогия между теорией движения электричества и теорией теплопередачи. Если бы можно было взять две геометрически подобных системы так, чтобы теплопроводность в любом месте первой была бы пропорциональна электропроводности в соответствующем месте второй, и если сделать температуру любой точки первой системы пропорциональной электри​ческому потенциалу соответствующей точки второй, то поток тепла через любое сечение первой системы будет пропорционален потоку электричества через соответствующее сечение второй системы. Та​ким образом, поток электричества в этом случае соответствует по​току тепла, а электрический потенциал соответствует температуре. Электричество стремится протекать из мест высокого потенциала в места с низким потенциалом совершенно также, как тепло стремится протекать из мест высокой температуры в места низкой температу​ры" [6]. Итак, между установившимся тепловым и электрическим процессами установлена очевидная аналогия.
Такая же аналогия имеет место и для теплового и гидравличес​кого процессов, как для установившегося, так и неустановившегося во времени.
Более подробно рассмотрим соотношения аналогии, существующие между указанными процессами. Для этого воспользуемся фундамента​льными законами., положенными в основу теории теплопроводности и электропроводности - законом Фурье q = -λ grad t и законом Ома в дифференциальной форме: j=-σ(или δ??)grad U здесь q - плот​ность теплового потока, λ - коэффициент теплопроводности сре​ды,t - температура,j- плотность электрического тока,σ(или δ??) -коэффициент электропроводности, U - потенциал электрического поля.        .         127
Рассмотрим случай стационарных температурного и электрическо​го полей в однородных средах (λ = const и σ(или δ??)-const). Для просто​ты будем рассматривать одномерные поля
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Выделим в  среде некоторый плоско-параллельный слой толщиной h границы которого перпендикулярны оси z  (рис. 7).
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Рис. 7.
На границах Z =0 и Z=h заданы постоянные значения тем​пературы t1 и t2 и потенциала U1 и U2. Если выделить из этого слоя, прямоугольный цилиндр c площадью поперечного сече​ния. S , то через этот цилиндр в единицу времени пройдет коли​чество тепла Q  :
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ческое сопротивление выделенного цилиндра. Сила тока I , прохо​дящего через выделенный цилиндр, при разност потенциалов на его
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удельное электрическое сопротивление; Rэ - элект-
рическое сопротивление цилиндра.
Итак, сопоставляя эти два полученные выражения:
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установившийся процесс теплопередачи
установившийся электрический процесс
устанавливаем аналогию между этими двумя, процессами: температура t,°С соответствует потенциалу U , В;
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Такие же соотношения аналогии можно получить при сравнении неустановившегося процесса теплопередачи и неустановившегося гидравлического процесса [8] :
Неустановившийся процесс теплопередачи
а) количество тепла Q , пе​реходящее через слой с тер​мическим сопротивлением Rт при разности температур ∆t за время τт равно
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Неустановившийся гидравличес​кий процесс
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а) количество воды V1, про​текающее из сосуда в сосуд при ламинарном режиме через гидравлическое сопротивле-
б) количество тепла Q 2 , на​копившееся в слое с тепло​емкостью С в результате  повышения его температуры на  ∆t, равно"

б) количество воды V2 , нако​пившееся в сосуде с площа​дью поперечного сечения ω в результате повышения уров​ня воды в нем на величину
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Из приведенных соотношений очевидна аналогия:
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температура t, °K    соответствует
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количество тепла Q , Дж
время протекания тепло​вого процесса τт , с
термическое сопротив​ление RT , К/Вт
теплоемкость С , Дж/К

напорам hr , м; количеству воды V, м3 времени протекания гид-равлического процесса
τг, с
сгидравлическому сопро​тивлению Rr , c/м2
гидравлической емкости так называемой площади поперечного сечения со-судов ω, м2
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Следовательно, используя эти соотношение аналогии, можно изу-чить процесс теплопередачи путем замены его на аналогичный ему гидравлический процесс. Для такой замены необходимо установить масштабные соотношения - между сходственными величинами:
1. Масштаб высот
2. Масштаб сопротивлений
3. Масштаб емкостей
4. Масштаб времени
5. Масштаб количества воды
Следует обратить внимание на то, что в рассмотрении участвуе1 пять пар переменных, на которые наложены связи двумя парами урав< нений (3-6). Поэтому три масштабных соотношения можно выбирать произвольно (соотношения 1-3), а для оставшихся масштабных соот​ношения (соотношение 4-5) должны вычисляться, исходя из уже выб​ранных. Масштабные соотношения выбираются в зависимости от диапа​зона изменения характеристик теплового процесса и технических возможностей аппаратуры, на которой реализуется гидравлический процесс.
§ 2. Непрерывные и дискретные модели. Сосредоточенные цепи
Установленный факт аналогии процесса теплопередачи электри​ческому и гидравлическому процессу позволяет использовать для изучения температурных полей в некотором образце или объеме гор​ных пород наблюдения за распределением и динамикой электрических
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и гидравлических полей в образцах-аналогах, геометрически подоб​ных исходному образцу. Физические свойства среды образцов-анало​гов задаются в соответствии со свойствами исходного образца и с учетом выбранных масштабных коэффициентов.
Если использована электрическая аналогия, то в качестве образ​ца-аналога выбирается среда с заданными электрическими свойствами. Это могут быть сосуды, геометрически подобные исследуемым образцам, заполненные электролитом, пластины из металлической фольги или листы электропроводящей бумаги, вырезанные по заданному чертежу. Прохождение тока через проводящее тело электролита или по поверх​ностному слою пластин вызывается действием источников тока, при​ложенных к определенным участкам электролита или пластин. Такие модели можно назвать непрерывными. Использовать гидравлическую аналогию при изучении динамики температурного поля с применением непрерывных гидравлических моделей предлагалось путем создания гидромодели из песка или других фильтрующих материалов.
Замена термических моделей электрическими или гидравлическими позволяет намного точнее и конструктивно проще задавать необходи​мые свойства среды, начальные условия, задавать и поддерживать необходимые условия на границе исследуемого объекта, производить измерения. Кроме того, выбор соответствующих соотношений при пере​ходе от термической к гидравлической модели позволяет регулировать масштаб времени гидравлического процесса, т.е. имеется возможность проследить как быстропротекающие, так и длительные процессы в удобном для наблюдений масштабе времени.
Однако при использовании непрерывных моделей, т.е. при исполь​зовании непрерывной проводящей среды как аналога области исследо​вания теплового процесса, возникают существенные затруднения, ко​торые в ряде случаев становятся непреодолимыми. Так, при исследо- вании трехмерных полей в твердых телах для проникновения измери​тельного зонда внутрь тела приходится нарушать его целостность. Большие трудности возникают в этом случае и при задании физичес​ких свойств образцов-аналогов, начальных и граничных условий.
В этом случае приходит на помощь замечательная идея С.А.Гер-шгорина, предложившего в 1929 г. заменить сплошной электролит или сплошную пластину сеткой из сопротивлений. Такая замена ана​логична переходу от среды, обладающей свойством сплошности, с непрерывно распределенными свойствами, к дискретной среде, сос​тоящей из конечного числа элементов, свойства которых сосредото-
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чены в "точках", соответствующих узлам цепи. Понятие сосредоточен​ной постоянной цепи, используемое для модельного представления теплового и гидравлического процесса, является обобщением широко используемого понятия сосредоточенных постоянных электрических цепей на цепи, составленные из элементов другой физической приро​ды. Такими элементами для термических цепей являются сосредоточен​ные теплоемкости и термические сопротивления, для гидравлических цепей - гидравлические емкости и гидравлические сопротивления. Б зависимости от размерности моделируемых тепловых полей эти элемен​ты соединяются:
а)
в последовательные цепи - для одномерных задач;
б)
в двухмерные сетки - для двухмерных задач;
в)
в трехмерные сетки - для решения трехмерных задач.
Таким образом, использование электрической или гидравлической цепи, как аналога процесса теплопередачи в твердом теле, связано с необ​ходимостью преобразовать исследуемую область теплопередачи в экви​валентную термическую цепь сосредоточенных постоянных элементов. Для этого исследуемую область следует разбить на блоки конечного размера и рассчитать величины сосредоточенных теплоемкостей и тер​мических сопротивлений, определяемых формой и размерами элементар​ных объемов разбивки и теплофизическими свойствами среды.
§ 3. Погрешности метода аналогового моделирования
Решения задач теплопереноса в грунтах, получаемые на основе аналогового моделирования (с использованием электро- или гидромо​делей), являются приближенными. Погрешность таких решений склады​вается, в основном, из трех компонент:
1) погрешность модели - любая модель термического процесса
по сравнению с реальными физическими процессами, протекающими в
грунте, является приближенной; эту погрешность в рамках данной мо​
дели следует считать неустранимой;
2) погрешность метода или погрешность аппроксимации - так
называемая методическая погрешность - связана с переходом от не​
прерывной среды к дискретной, что в некотором смысле соответст​
вует переходу от решения дифференциальных уравнений процесса теп​
лопередачи к решению уравнений в конечных разностях; величину
этой погрешности можно уменьшиьь, уменьшая размеры элементарных
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блоков, на которые разбивается исследуемая область теплопередачи;
3) вычислительная погрешность - в данном случае это погреш​ность возникает из-за аппаратурной погрешности задания начальных и граничных условий, а также из-за погрешностей градуировки эле​ментов электрической или гидравлической эквивалентной цепи (фак​тические значения электрических и гидравлических сопротивлений и емкостей не совпадают с рассчитанными для данной цепи); в этом случае величина погрешности решения при фиксированной погрешнос​ти задания каждого элемента эквивалентной цепи будет увеличивать​ся с увеличением числа элементов, т.е. с увеличением числа элемен тарных блоков, на которые разбивается исследуемая область.
Таким образом, повысить точность решения путем уменьшения рас-стояния между узлами цепи или сетки при неизменной погрешности задания параметров эквивалентных элементов можно лишь до опреде​ленного предела. Дальнейшее уменьшение может привести к росту погрешности решения.
Рассмотрим эту проблему на конкретном примере. Распределение стационарного температурного поля в однородной среде без источни​ков можно получить, как известно, решая уравнение Лапласа с опре​деленными граничными условиями.
Как показал А.С.Грешгорин (1929), приближенное решение этого
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уравнения всегда дает значения электрического потенциала в узлах сетки, составленной из проводников равного сопротивления.
Действительно, уравнение Лапласа (для плоского случая) может быть заменено приближенной зависимостью:
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них узлах. При этом m = 3 для сетки из правильных шестиугольни​ков, m = 4 квадратов и m = 6 - из треугольников.
Точно по такому же закону распределены электрические потен​циалы в узлах подобных сеток из равных проводников сопротивле-ния при прохождении через нее электрического тока. Действительно по закону Киргофа
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где U0 - потенциал в любом узле, UK - потенциалы в соседних узлах. Отсюда
[image: image369.jpg])

(m = 3,4,6).

~e
"




Итак, чтобы получить решения, удовлетворяющие определенным граничным условиям, необходимо в соответствии с этими условиями приложить потенциалы Ui к граничным узлам области S . Рас​пределение потенциала во внутренних точках и даст решение для всей области δ.
В том случае, когда сопротивление R  отдельных проводников
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h - шаг сетки.
Погрешность ε следует отличать от той погрешности η , на которую отклоняется значение fi  , определенное из системы (I) от точного значения искомой гармонической функции f в той же точке, удовлетворяющей уравнению Лапласа. Таким образом, решая задачу для определенной области S с помощью электрической сет​ки определенной точности мы получим возрастание ошибки ε с уменьшением h  , т.е. с возрастанием густоты, покрывающей об​ласть S  сетки. Погрешность аппроксимации η  ведет себя ина​че. Она убывает с уменьшением  h   как величина порядка h m-2 Суммарная погрешность ν  есть сумма погрешности аппроксимации
η  и вычислительной погрешности ε : ν = η + ε . Следова​тельно, при использовании электрических сеток для решения стацио​нарных задач теплопроводности уменьшение h  с целью увеличения точности полученного решения имеет смысл лишь до определенного
134
предела, за которым дальнейшее уменьшение η  уже перекрывается возрастанием погрешности ε . Этот предел, однако, может быть взят тем ниже, чем меньше δ , т.е. чем точнее изготовлена сетка.
Следует отметить, что использование сплошных сред в качестве модели-аналога (например, проводящих пластин), несмотря на кажу​щееся преимущество (уравнение Лапласа решается "точно", а не в конечно-разностном приближении), на самом деле приводит к появле​нию дополнительных погрешностей, оценить которые затруднительно. Так, например, граничное распределение потенциалов в этом случае все равно задается не непрерывно по контуру границы, а в прерыв​ном ряде граничных точек.
Таким образом, при разработке области исследования на элемен​тарные блоки необходимо находить оптимальные размеры этих блоков т; ким образом, чтобы минимизировать для данной модели сумму погреш​ностей ε и η   Дальнейшего повышения точности можно добиться, увеличивая точность изготовления сеток (т.е. уменьшая величину δ )
§ 4. Решение задачи о чаше протаивания в основаниях отапливаемых зданий
Возможность исследовать тепловой процесс с помощью электричес​ких аналогий технически реализован в виде электроинтеграторов раз​личной конструкции. Рассмотрим порядок проведения расчетов на при​мере решения задачи о тепловом режиме основания отапливаемого зда​ния с использованием сеточного электроинтегратора типа ЭИ-12.
Конструкция электроинтегратора
Основными блоками интегратора являются сетка электрических сопротивлений, блок питания, устройство для задания граничных условий, измерительное устройство (рис. 8).
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Рис. 8. Блок-схема электрического интегратора
Сетка электрических сопротивлений состоит из переменных сопро​тивлений, выполненных в виде двухдекадных магазинов, позволяющих установить значения сопротивлений от 10 до 1000 Ом через 10 0м.
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• Магазины сопротивлений постоянно соединены в прямоугольную сетку. Ручки установки магазинов сопротивлений выведены на лицевую панель прибора. Питание прибора осуществляется от городской электросети.
Устройство для задания граничных условий представляет собой делитель напряжений - трансформатор с большим числом отводов, на​пряжение с которого можно подать на любой узел основной сетки сопротивлений через панель задания граничных условий. Кроме того, имеется устройство для задания токов в различные узлы сетки соп​ротивлений.
Измерение установившихся напряжений производится компенсацион​ным измерительным устройством с электронным индикатором.
Постановка задачи
При эксплуатации зданий, выделяющих большое количество тепла в грунты оснований, построенных в области распространения ММП, большое значение имеет прогноз температурного режима грунтов ос​нования и возможности образования под этими зданиями так называе​мой чаши протаивания, а также ее конфигурацию.
Тепловой процесс изменений температурного поля в грунте под зданием зависит от множества факторов. Прежде всего, это факторы, определяющие интенсивность теплового воздействия здания. К их чис​лу относятся: формы и размеры здания в плане, термическое сопро​тивление пола, наличие заглубленных частей сооружения, температу​ра воздуха в помещении. Не менее важным являются факторы, опреде​ляющие процессы теплообмена в грунтах основания, а также теплооб​мена грунтов с поверхностью. Такими факторами являются: климати​ческие условия (температура воздуха, снежный покров и другие ус​ловия теплообмена на поверхности грунта, температура на подошве слоя годовых колебаний температур и др.), теплофизические свойст​ва грунта (теплопроводность, теплоемкость, теплота фазовых пере​ходов), условия теплоизоляции грунта вблизи здания. Важный момент - наличие или отсутствие конвективного переноса тепла в грунте, связанного с фильтрацией воды в грунтах основания.
Большое количество влияющих факторов, широкие диапазоны воз​можных их изменений приводят к большому разнообразию размеров и конфигурации чаш протаивания под зданиями.
Формирование чаши протаивания при периодически изменяющихся в годовом цикле температурных условий на поверхности грунтов яв​ляется неустановившимся во времени тепловым процессом. Для его
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исследования методом аналогий используется неустановившийся гид​равлическим процесс. Однако во многих случаях для практических целей достаточно определить лишь предельное очертание чаши протаи-вания без рассмотрения динамики ее развития. При этом важно опре​делить очертание чаши протаивают в ее средней, наиболее глубокой части, в том ее участке, где граница протаивания становится не​подвижной по достижении установившегося периодического режима. Поэтому можно упростить задачу - рассчитывать неизменное во време​ни установившееся температурное поле. Основная трудность при этом заключается в разумном задании постоянной температуры на поверх​ности грунта, которая на самом деле вне здания является периоди​ческой функцией от времени.
Переход от реальных условий к модельным представлениям с це​лью решения поставленной задачи методом аналогий требует также принятия предположения, что главным фактором, определяющим тепло​вой режим грунта, является процесс кондуктивнок теплопередачи, при котором отсутствует перенос тепла за счет движения в грунте влаги [в] .
Построение конкретной физической модели
Прежде всего определил геометрию модели. Реальный процесс теп​лопередачи в грунтах основания зданий трехмерный. Однако в том случае, если здание представляет собой в плане прямоугольник с отношением сторон 3:1 и более, то при расчете можно не учитывать потоки тепла в направлении продольной оси здания, так как охлаж​дающее влияние поверхностных условий с торцов здания на тепловой режим грунтов под его средней частью невелико. В этом случае тем​пературное поле в основании здания можно считать двумерным. Пере​ход в расчетах трехмерного к двумерному полю приводит к сущест​венному упрощению задачи. При этом следует помнить, что рассчитан​ная таким образом глубина чаши протаивания оказывается несколько завышенной.
Далее будем считать, что грунтовые условия, условия в здании и на открытой поверхности грунта мало отличаются по обе стороны от продольной вертикальной плоскости симметрии здания. В этом случае искомое температурное поле в основании здания будет сим​метричным и можно ограничиться рассчетом какой-либо его половины. Итак, одна граница области исследования установлена - это верти​кальная плоскость симметрии здания. Верхняя граница вводится ео-
1П - 1G60
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гественным образом - она проходит по поверхности пола в здании, а вне его совпадает с поверхностью грунта вблизи здания (рис. 9). Будем считать эту поверхность плоской. "Правую" вертикальную гра​ницу (см. рис. 9) необходимо выбрать вне теплового влияния здания на естественное температурное поле грунтов. Считается, что это ус​ловие достигается на расстоянии от центра здания, в 5 раз превы​шающее его ширину.
Нижнюю границу исследуемой области желательно провести так, чтобы на ней можно было задать некоторые неизменные во времени и
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Рис. 9. Область исследования и условия на границах при решении задачи о чаше протаивания под отапливаемым зданием
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одинаковые по всей ее длине условия, например одинаковую температу​ру грунта или одинаковую плотность теплового потока. В большинстве случаев отапливаемое здание вносит заметные искажения в тепловой режим подстилающих грунтов, однако теплопоток от здания быстро затухает с глубиной. Как показывают расчеты, если нижняя граница исследуемой области задана на глубине, в 3-4 раза превышающей ши​рину здания, то в этом случае можно задавать на ней неизменную во времени температуру грунта, имеющую место в данном районе на этой глубине.
После того, как определена геометрия модели, необходимо задать тешюфизические свойства грунта. Так как рассматривается стационар​ное температурное поле из теплофизических характеристик, нас будет интересовать коэффициент теплопроводности. Будем считать, что вся область исследования сложена однородным грунтом с постоянным коэф​фициентом теплопроводности, но различным для талого и мерзлого состояния грунтов.
Для определенности положим λт = 2,1 Вт/м•К, λм = 2,8 Вт/м•К.
Теплопроводность материала, из которого изготовлен пол здания примем равной  λиз= 0,4 Вт/м•К. Будем считать, что в исследуе​мой области какие бы то ни было источники или стоки тепла отсутст​вуют.
Для завершения описания физической модели необходимо задать условия на границах исследуемой области. На левой границе области (см. рис. 9), являющейся плоскостью симметрии, по условиям симмет​рии теплового процесса горизонтальная составляющая теплового пото​ка равна нулю. На верхней границе задается температура внутри зда​ния (на отрезке 0А) и на поверхности грунта (на отрезке АВ). В пре​делах здания на поверхности пола температура постоянная (tз∂), значение ее определяется спецификой здания, его конструкцией и т.д. Если на момент решения задачи tз∂  еще точно неизвестно, то можно решить несколько вариантов, задавая разные температуры в здании, а в дальнейшем выбрать решение в соответствии с нужной величиной tз∂. На поверхности грунта вокруг здания происходит изменение граничных температур во времени (в каждом годичном цик​ле в значительных пределах изменяются температура воздуха, солнеч​ная радиация, снежный покров). Поскольку на электроинтеграторе исследуется стационарное температурное поле, то периодически из​меняющуюся температуру на поверхности грунта нужно заменить по возможности эквивалентной ей постоянной во времени температурой.
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За такую температуру принимается среднегодовая температура пород на подошве слоя сезонного оттаивания ( tξ ), значение ко​торой определяется до данным мерзлотной съемки и опытных площа​док, или расчетным способом с использованием материалов мерзлот​ной съемки и изученных закономерностей формирования мерзлотных условий. Полученное значение tξ  должно учитывать влияние все​го комплекса природных факторов (снежного и растительного покро​ва, состава и влажности грунта, различных покрытий и т.д.), кото​рые будут наблюдаться в период строительства и эксплуатации соору​жений. Кроме того, по возможности нужно учесть изменение влияния природных факторов при естественно-историческом развитии террито​рии.
У поверхности грунта вблизи здания теплее, чем вдали от него. Поэтому правильнее было бы задавать вблизи здания переменную тем​пературу, возрастающую к зданию. Если известен закон изменения температуры поверхности tn  около здания, то этот факт может учитываться в расчетах на ЭИ-12.
В данной постановке задачи предполагается, что температура воздуха внутри всего здания одинакова tз∂ = + 16°С и температура вне здания также одинакова на всем протяжении верхней границы:
tn = - 4,5°С. Эта температура соответствует среднегодовой тем​пературе на подошве слоя сезонного протаивания. На правой границе области, которая удалена от здания на достаточное расстояние (сле​довательно, отепляющим влиянием здания можно пренебречь и считать изотермы параллельными поверхности), так же как и на левой грани​це, горизонтальная составляющая теплового потока равна нулю. Отеп​ляющим влиянием здания на распределение температуры на нижней гра​нице также можно пренебречь и считать температуру на всем ее про​тяжении одинаковой и равной температуре грунтов в данном районе на этой глубине: tH = - 3,9°С. Значение ее находится по темпе​ратурным измерениям в глубоких скважинах. Если таких измерений нет, то величина ее может быть рассчитана, исходя из принятой в расчет среднегодовой температуры на подошве слоя сезонного оттаи​вания с учетом геотермического градиента.
Формулировка математическом модели
Математическая модель, соответствующая принятой физической модели, включает в себя уравнение, описывающее распределение в пространстве стационарного температурного поля и краевые условия.
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Распределение стационарного температурного поля в однородной среде без источников описывается уравнением Лапласа:        
Краевые условия сводятся к условиям на границе исследуемой области. Б нашем случае они записываются следующим образом:
в пределах здания вне здания
1) на боковых границах
2) на верхней границе
3) на нижней границе
Таким образом, из математической модели следует, что для вы​числения температурного поля в исследуемой области необходимо решать двумерное уравнение Лапласа со смешанными краевыми условия​ми. Решать эту задачу будем с использованием электроинтегратора сеточного типа ЭИ-12.
Расчет термических и электрических сопротивлений
Для расчетов на электроинтеграторе сеточного типа исследуемая область теплопередачи, обладающая свойствами сплошности, заменяет​ся эквивалентной термической цепью, состоящей из соединенных между собой сосредоточенных термических сопротивлений. В связи с этим при составлении модели решаемой задачи исследуемая область разби​вается сеткой параллельных вертикальных и горизонтальных прямых. Расстояние между горизонтальными прямыми называется шагом по оси "Z", а между вертикальными прямыми - шагом по оси "X". Шаг мо​жет быть постоянным или переменным."Около сооружения, на границе двух участков с разными граничными температурами, а также в наи​более важных для оценки температур пород участках области исследо​вания, шаг по оси "X" и "Z" задают меньше (в данной задаче - в области предполагаемой чаши оттаивания), чем в удалении от них. Шаг следует выбирать таким образом, чтобы контур ступенчатой об​ласти исследования, полученной при разбивке на блоки, как можно лучше аппроксимировал контур области исследования. Кроме того, при выборе шага нужно учитывать, что общее число узловых точек -интегратора ЭИ-12 равно 16 х 28 (448). Поэтому разбивать область нужно так, чтобы общее число узловых точек при разбивке на блоки, включая и точки на границе области исследования, не превышало об​щего числа узловых точек на электроинтеграторе. При воспроизведе-
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нии области исследования на электроинтеграторе термическая цепь заменяется аналогичной ей электрической цепью. Следовательно, сначала необходимо рассчитать термические сопротивления, затем преобразовать их в электрические и выставить на прибор.
Способность твердого тела проводить тепло определяется коэф​фициентом теплопроводности твердого тела (λ , Вт/м-К). При мо​делировании процесса теплопередачи принимается величина обратная коэффициенту теплопроводности - термическое сопротивление ( RT , К/Вт).
Термическое сопротивление призмы грунта определяется ее дли​ной, площадью поперечного сечения и коэффициентом теплопроводнос-
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где h - высота призмы грунта, S - площадь поперечного сече​ния. В расчете предполагается, что размер призмы по оси Y равен 1м.
Термические сопротивления элементарных блрков дискретной моде​ли для однородной среды определяются по формуле:
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Термическое сопротивление на контакте разных слоев определя​ется как средневзвешенное. В данной задаче на границе изоляция -грунт оно рассчитывается по формуле:
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где  h1 - шаг по оси "X";  hиз - толщина изоляции;   h2- шаг по оси "Z";   λиз - коэффициент теплопроводности изоляции; λт - коэффициент теплопроводности талого грунта.
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Электрическое сопротивление, эквивалентное соответствующему термическому сопротивлению, рассчитывается по формуле:
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противление в расчетной схеме.
Приведение исследуемой области к однородному виду
Коэффициенты теплопроводности мерзлого и талого грунта обычно не равны. При оттаивании грунта коэффициент теплопроводности умень​шается. Последнее обстоятельство оказывает заметное влияние на раз​мер чаши оттаивания и его следует учитывать при моделировании. Для этого в чаше оттаивания нужно задавать сопротивление  RT , соот​ветствующее теплопроводности талого грунта. До решения задачи не​известно очертание чаши оттаивания под зданием. Поэтому область с сопротивлением пород, соответствующим λт , сначала задается приближенно, а затем, повторяя решение задачи, ее постепенно уточняют.
При работе на ЭИ-12 можно избежать этой трудоемкой работы, если исследуемую область привести к однородному виду. Для этого в рас​сматриваемой задаче в пределах всей области исследования задается коэффициент теплопроводности мерзлого грунта ( λм ). При этом, чтобы тепловые потоки оставались прежними (такими же, как при за​дании в чаше оттаивания  λт ), необходимо температуру в здании
[image: image382.jpg]JMHORMTH Ha COOTHOmeHWe £T , T.e.
An

e

Tt

30 Ky




Если область исследования неоднородна, то термическое сопро​тивление инородных прослоев в зоне, где искусственно изменена
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ляции и на границе изоляция-грунт.
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Расчет потенциалов
Для завершения подготовки электроинтегратора к расчетам, т.е. для завершения создания электрической модели стационарного темпе​ратурного поля, необходимо задать в граничных узлах электрической модели соответствующие граничные условия. На боковых границах ис​следуемой области необходимо обеспечить равенство нулю нормальной составляющей силы тока. Этого можно добиться, задавая граничные сопротивления Rэ = +∞ . На верхней и нижней границах необходимо задать распределение потенциалов, соответствующее температурным условиям на этих границах. Для этого следует пользоваться форму​лой, переходя от температур к потенциалам:
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чаше оттаивания, где. λт приведено к λм , напряжения рас​считываются по формуле:
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Потенциалы, соответствующие граничным температурам, выставля​ются на панели граничных условий и с помощью коммутационных соеди​нений задаются в соответствующие узловые точки сетки сопротивле-v
ний.
Решение задачи
При решении задачи определяются потенциалы и соответствующие им температуры в узловых точках ЭИ-12.        
Можно также предварительно рассчитать потенциалы, соответст​вующие определенным изолиниям температурного поля. Эти потенциа​лы выставляются на измерительном устройстве и с помощью интерпо​лятора ведутся поиски в области исследования (на измерительной панели) потенциалов, соответствующих изолиниям температурного поля.
На заключительном этапе строится и анализируется, температур​ное поде, полученное при расчетах.
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§ 5. Решение одномерной задачи о сезонном оттаивании горных пород
Определение глубины сезонного оттаивания грунтов ( ε ) не​обходимо для решения многих технических вопросов. Правильное определение этого параметра существенно влияет на качество про​ектировочных работ при строительстве промышленных объектов и жи​лых зданий.
Постановка задачи
Сезонное оттаивание, по В.А.Кудрявцеву [9] , представляет собой оттаивание мерзлых пород, имеющих среднюю годовую темпера​туру ниже 0°С. Слой сезонного оттаивания подстилается многолет-немерзлыми породами и образуется за счет теплооборотов, идущих при положительных температурах пород.
Нас, в первую очередь, будет интересовать теплофизическая сторона процесса образования слоя сезонного оттаивания, поэтому остановимся на этом подробнее.
В случае отрицательных среднегодовых температур грунтов боль​шую часть года они находятся в мерзлом состоянии. Однако вследст​вие годовых колебаний температуры существует летний период, ког​да температура поверхности грунта становится положительной (не​обходимым условием для этого является:  A0 > |tn|   где   tn -среднегодовая температура, a A0 - амплитуда годовых колебаний температуры на поверхности грунта). С этим переходом от отрица​тельных к положительным значениям температуры поверхности и свя​зано начало процесса сезонного оттаивания горных пород.
Оттаивание пород - сложный теплофизический процесс, сопровож​даемый фазовыми переходами, миграцией и фильтрацией "высвобождаю​щейся" воды в талой и мерзлой зоне, усадкой грунтов и т.д. Этот процесс продолжается до тех пор, пока за счет теплооборотов, пос​тупающих в грунт через поверхность, к фронту протаивания поступа​ет количество тепла, достаточное для того, чтобы на этом фронте продолжался процесс перехода содержащейся в грунтах воды из твер​дого в жидкое состояние.
Максимальной глубины сезонное оттаивание достигает в конце лета. С переходом от нагревания поверхности грунтов к ее охлаж​дению меняется и направление теплооборотов, проходящих через эту поверхность. Породы сезонноталого слоя, начинают охлаждаться и процесс протаивания сначала замедляется, а затем останавлива​ется.
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Следующий этап - начало промерзания оттаявшего слоя. Оно мо​жет начаться как с нижней границы этого слоя, так и с поверхности грунта. Но в любом случае промерзание с поверхности имеет место. Оно начинается с момента перехода от положительных к отрицательным значениям температуры на поверхности/Следует отметить, что с это​го момента процесс существенно усложняется: если до этого сущест​вовал лишь один фронт, разделяющий талые и мерзлые породы, то те​перь таких фронтов два - фронт промерзания сверху и фронт промер​зания снизу. Таким образом, задача из однофронтовой трансформиро-валась в двухфронтовую. С промерзанием грунтов могут быть связаны такие процессы, как миграция влаги к фронту промерзания и в промер​зающей зоне, шлировое льдовыделение, возникновение напряжений и деформаций в грунтах и т.д. Промерзание сезонноталого слоя продол​жается до смыкания фронтов промерзания. С этого момента времени (называемого моментом смыкания - τсм ) и до появления вновь в начале лета слоя сезонного оттаивания фазовые переходы в грунтах отсутствуют и задача сводится к задаче без фазовых переходов.
С появлением слоя сезонного оттаивания начинается новый цикл процесса, который в основных чертах повторяет предшествующий и мо​жет незначительно отличаться от него такими количественными пока​зателями, как глубина сезонноталого слоя, время смыкания, средне​годовая температура на подошве СТС и т.д. Этот периодический про​цесс продолжается из года в год, следуя годовым колебаниям темпе​ратуры воздуха у поверхности грунта.
Перед нами стоит задача - проследить динамику температурного поля грунтов и границы слоя сезонного оттаивания в годовом цикле в естественных условиях. Основной характеристикой процесса явля​ется, таким образом, температурное поле грунтов, в котором особое значение имеет положение изотермы, соответствующей температуре основных фазовых переходов. Динамика температурного поля, опреде​ляется как "внешними" условиями - амплитудой колебаний и среднего​довой температурой воздуха, характером и динамикой снежного покро​ва, другими условиями теплообмена на поверхности, так и строением разреза и теплофизическими свойствами грунтов (теплопроводность, теплоемкость, теплота фазовых переходов).
Построение физической модели
Переходя к модельным представлениям описанного процесса с це​лью решения поставленной задачи методом аналогий, приходится при-
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нимать ряд упрощенных предположений. Будем считать, что конвектив​ный теплоперенос отсутствует, отсутствует миграция влаги при от​таивании и промерзании. Грунты, в которых происходит процесс, бу​дем считать однородными. Их теплофизические свойства ( λ и С  ) меняются скачком лишь при переходе грунтов из талого в мерзлое состояние и обратно:  λТ≠λМ, СТ≠СМ .
Поверхность грунтов считаем плоской и горизонтальной, темпера​турные и другие поверхностные условия одинаковы на протяжении всей этой поверхности. Поэтому задача является одномерной. Геотермичес​кий градиент на процессы в слое сезонного оттаивания практически не сказывается и его влиянием можно пренебречь. Итак, наша задача сводится к одномерной задаче теплопроводности при наличии фазовых переходов на подвижной границе и с периодически изменяющимся тем​пературным режимом на верхней границе.
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Область исследования моделируемого одномерного процесса представляет собой призму грунта, площадью поперечного се​чения I м2. Верхняя поверхность призмы совпадает с дневной поверхностью грунта, а нижняя, определяющая, глубину области исследования, обычно соответствует глу​бине "нулевых годовых амплитуд", темпе​ратура грунта на которой и глубина ее в течение годового цикла практически по​стоянны ( Н ).
Моделируемый процесс - нестационарный, т.е. температурное по​ле грунта изменяется во времени, кроме того изменяется в некото​рой области и фазовое состояние содержащейся, в породе воды. Поэ​тому, кроме коэффициента теплопроводности λ , в расчете долж​ны быть использованы и другие теплофизические характеристики среды - коэффициент теплоемкости С и "скрытая" теплота фазовых переходов Qф . Как уже отмечалось, λ  и С  постоянны в талой и мерзлой зонах, но при этом λT ≠ λм и СТ≠СМ. Конкрет​ные значения коэффициентов теплопроводности и теплоемкости задают​ся по результатам полевых и лабораторных определений или по таб​лицам. Коэффициент теплоемкости может быть рассчитан по формуле [И] :
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Некоторые трудности возникают в связи с назначением расчетной величины Qф . В случае, когда моделируется процесс промерзания-оттаивания в грубодисперсных отложениях, для которых характерно наличие четкой фазовой границы, на которой происходят практически все фазовые превращения, назначение Qф   не вызывает затруднений:
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rдe γск - плотность скелета, W  - весовая влажность.
Для тонкодисперсных грунтов, как известно, характерно образо​вание зоны промерзания, в пределах которой грунт при отрицатель​ной температуре содержит довольно значительное количество неза​мерзшей воды, которое к тому же зависит от температуры. Таким об​разом, часть влаги остается в незамерзшем состоянии и не участву​ет в фазовых переходах.
Моделирование процессов промерзания-протаивания таких грунтов существенно упрощается, если предположить, что основные фазовые переходы происходят при некоторой отрицательной температуре (близ​кой к 0°С). Это позволяет перейти от зоны промерзания к границе промерзания. При этом величину Qф  следует определять по фор​муле:
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где Wнв - влажность незамерзшей вода.
Для завершения описания физической модели необходимо задать краевые условия, т.е. условия на границах исследуемой области, а также начальные условия. Нижняя граница, как уже отмечалось, выб​рана нами на глубине "нулевых" годовых амплитуд. Это значит, что глубже сезонные колебания температуры не проникают. Учитывая, что в нашей модели рассматриваются только сезонные колебания и не
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верхности грунта с воздухом, а также в зависимости от имеющейся информации могут быть заданы граничные условия I, П или Ш рода
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(см.. гл. П).  Граничные условия I рода обычно задаются в случае моде​лирования процесса промерзания-протаивания грунтов с оголенной по​верхностью, т.е. поверхность которых очищается от растительного покрова и снега. В этом случае в качестве граничного условия за​дается функция изменения температуры воздуха во времени. Если мо​делируется неустановившийся процесс теплового взаимодействия не​которого тепловыделяющего сооружения с грунтами основания и для этого сооружения может быть оценен тепловой поток из здания в грунт, тогда на верхней границе задается граничное условие П рода - функ​ция изменения этого теплопотока во времени.
Общим случаем граничных условий является граничное условие Ш рода, которое для задач промерзания-протаивания имеет вид условия Ньютона:
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где λ - коэффициент теплопроводности, α  - коэффициент теп​лоотдачи с поверхности, tn(τ) - неизвестная температура поверх​ности грунта, tв (τ)  - заданная температура омывающей среды (воздуха).
Если при этом на поверхности происходит лучистый теплообмен (поглощение солнечного излучения) и величина радиационного балан​са равна  qR  , то в качестве граничного условия также исполь​зуется условие Ньютона, но при этом следует заменить tв (τ) при​веденным значением t'в(τ) , рассчитанным по формуле:
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где
В нашем конкретном случае задается изменение температуры воз​духа во времени tв (τ), кроме того известно, что расчет сезон​ного промерзания-протаивания будет производиться для естествен​ных условий, т.е. с учетом снежного покрова, поэтому использует​ся граничное условие Ш рода (условие Ньютона с учетом радиацион​ной поправки ∆tR  ). Задача будет решаться в условиях строго периодического колебания температуры воздуха  tв  с периодом, равным году. При этом считается, что эти колебания установились очень давно и длятся неограниченное время. Точно также строго
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периодически изменяется в зимний период мощность снежного покро​ва. В этом случае сформировавшееся в грунте температурное поле также периодически и с тем же периодом изменяется во времени. Ес​ли сравнить распределения температуры в грунте на два момента вре​мени, отличающиеся друг от друга на период (или на кратную перио​ду величину), то эти распределения будут полностью совпадать. Та​кой температурный режим получил название периодически установив​шегося.
Важной особенностью периодически установившегося режима явля​ется его независимость от начальных условий. Действительно, каки​ми бы ни были начальные условия, через определенное время (назы​ваемое временем достижения периодически установившегося режима) в грунте установится периодический режим, полностью определяемый свойствами и геометрией среды и периодическими граничными усло​виями. В главе П показано, как можно оценить время достижения периодически установившегося режима для случая без фазовых пере​ходов. Естественно, оно уже будет зависеть от начальных условий.
Таким образом, мы имеем дело с задачей без начальных условий и краевые условия включают в себя граничные условия на верхней и нижней границах. Решать эту задачу будем, основываясь на мето​де гидравлической аналогии с использованием гидравлического инте​гратора конструкции В.С.Лукьянова.
Конструкция гидравлического интегратора
Подробное описание конструкции прибора приведено в [в] , поэ​тому ограничимся разбором его принципиальной блок-схемы. Основны​ми блоками интегратора являются гидравлическая эквивалентная цепь, устройства для. задания начальных условий (произвольно заданного начального распределения уровней) и граничных условий (произволь​но меняющихся во времени), измерительного устройства и устройст​ва, обеспечиващего питание прибора водой (рис. 10).
Гидравлическая цепь, эквивалентная исследуемой системе тепло-емкостей, соединенных термическими сопротивлениями, образована гидравлическими сопротивлениями и гидравлическими емкостями (со​судами с определенными площадями поперечного сечения) и содержат специальные элементы, которые воспроизводят выделение "скрытой" теплоты при фазовых переходах.
Устройство для задания начальных условий позволяет установить необходимый начальный уровень воды во всех основных сосудах. Для
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Рис. 10. Блок-схема гидравлического интегратора
воспроизведения граничных условий тлеется стойка грайичных усло​вий, посредством которой возможно осуществлять в гидравлической модели процесса напоры, изменяющиеся во времени по заданному зако​ну. Пуск и остановка устройства связаны с поворотом ручки управле​ния кранами основных сосудов.
Измерительным устройством в гидравлическом интеграторе служат пьезометры и измерительная доска, пользуясь которой отсчитывают по пьезометрам величины напоров в узлах гидравлической цепи.
Расчет сосредоточенных элементов тепло- и гидромодели
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Переход от непрерывной среды к дискретной модели с сосредото​ченными тепловыми элементами осуществляется путем расчленения об​ласти исследований на элементарные блоки. Так как областью иссле​дования в случае одномерной задачи является призма грунта с пло​щадью поперечного сечения I м2, то элементарные блоки также есть призмы с площадью поперечного сечения I м2 и высотой hi , величина которой опре​деляется густотой разбиения. Центр каж-дого элементарного блока служит узлом термической цепи, которой мы заменяем непрерывную среду. Расстояние между узлами называется шагом по оси "Z". Шаг может быть переменным. Как прави​ло, более густо разбивается верхняя часть моделируемой области, так как именно в этой части происходят наибо​лее значительные изменения. Элементы сосредоточенной термической цепи с уче
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том того, что площадь поперечного сечения $  элементарных блоков равна I м2, рассчитываются по формулам:
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Переход от сосредоточенной термической цепи к эквивалентной ей гидравлической осуществляется путем задания масштабных соотно​шений, переводящих элементы термической цепи в соответствующие элементы аналогии гидравлической цепи. Как уже отмечалось, масш​таб сопротивлений  RT/Rr , масштаб емкостей  C/ω   и масштаб
высот t/hr могут задаваться произвольно, но с учетом возможнос​тей прибора: RT/Rr  и C/ω подбирают с таким расчетом, чтобы мини​мальное гидравлическое сопротивление  Rr  имело значение не ме​нее 0,1 мин/см2, а максимальное не превышало 10,0 мин/см2; мини​мальная гидравлическая емкость ω  должна быть не меньше 0,5 см2 (площадь поперечного сечения измерительного пьезометра), макси​мальная емкость не должна превышать 36,0 см2.
Масштаб высот назначается с учетом того, что высота измерите​льного устройства - 50 см. Масштаб времени и масштаб количества воды следуют из принятых масштабов RT/Rr , C/ω  и t/hr . Получае​мый при этом масштаб времени должен обеспечивать необходимую точ​ность решения и удобную для наблюдения длительность протекания гидравлического процесса ( τг ).
Условие теплообмена на поверхности грунта по закону Ньютона реализуется на гидроинтеграторе путем введения между граничный узлом, в котором поддерживается температура, равная приведенной температуре воздуха t'в  , и первым узлом термической цепи до​полнительного сопротивления Rα   :
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где α - 'коэффициент теплоотдачи с поверхности. Этому соответ​ствует введение в модель с поверхности некоторого фиктивного слоя с термическим сопротивлением Rα .К такому способу приводит сле​дующее рассуждение. Как известно, количество тепла Q , отводи​мое от поверхности грунта в окружающую среду, пропорционально раз-
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Это выражение можно переписать в виде:
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Таким образом, если представить, что между поверхностью пород с температурой tп и воздухом с температурой t'B  находится одно​родный слой с термическим сопротивлением Rα , то количество тепла, проходящее через этот слой за время  ∆τ , действитель​но будет определяться приведенными выражениями.
Если на поверхности грунта находится слой какого-либо тепло​изоляционного материала небольшой мощности, который не содержит воды и, следовательно, в нем не происходят фазовые переходы, то такой изоляционный слой может быть учтен посредством суммирования его термического сопротивления Rиз с сопротивлением теплоотдачи
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Снежный покров, залегающий в обычных условиях, является приме​ром такой теплоизоляции грунта в зимнее время. Поэтому учет влия​ния снежного покрова на температурный режим пород при решении за​дачи промерзания-протаивания на гидроинтеграторе осуществляется путем введения дополнительного термического сопротивления RCH ко​торое может изменяться во времени. Оно суммируется с сопротивле​нием Rα , переводится в соответствии с масштабом сопротивле​ний в гидравлическое сопротивление ( Rα  + RCH), которое включа​ется последовательно с R0   между граничным пьезометром и пер​вым узловым пьезометром гидромодели. Значение этого сопротивления изменяется во времени в соответствии с изменением мощности и плот​ности снега.
Приведение исследуемой области к однородному по теплопроводности виду
Так же как и в случае решения задач на электроинтеграторе, при использовании гидроинтегратора часто бывает удобно перейти к однородной области. Это связано с тем, что при переходе пород из
тт - тпт
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мерзлого состояния в талое могут меняться их теплофизические ха​рактеристики, а соответственно, меняются и значения Ci  и Ri термической цепи. Это вызывает необходимость в ходе измерений из-
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противления зоны протаивания рассчитываются, исходя из теплопровод ности мерзлых пород. Для того, чтобы решение задачи осталось при этом неизменным (в первую очередь скорость продвижения фронтов оттаивания или промерзания), необходимо:
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2) значения теплоемкости блоков пород в талом состоянии умно​
жить на коэффициент λм/λт ;
3) в начальном и граничных условиях значения температур выше
0°С умножить на λт/λм.
При этом тешгопотоки в обеих зонах, а также количество тепла, направленное на изменение температуры зон, остаются неизменными:
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зоне (а также скорость продвижения нулевой изолинии (фронта)). В талой же зоне все температуры отличаются от истинных значений в λт/λм pаз. Входное сопротивление при оттаивании с поверхности также следует "подправить". В этом случае оно будет равно:
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где  Кр  - термическое сопротивление растительности, если оно учитывается;
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4) после того, как решение приведенной задачи относительно tnp (и одновременно динамика движения фронтов) будут найдены, температурное поле в мерзлой зоне определяется в виде:
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и оттаивания. Нахождение этого решения осуществляется гораздо . проще и вместе с тем точнее, чем при изменении сопротивлений в ходе фазовых превращений.
Решение задачи
При решении задачи определяется изменение во времени уровня воды в контрольных пьезометрах измерительного устройства, что поз​воляет получить динамику температурного поля в исследуемой облас​ти и, в частности, установить закон движения фронта промерзания-протаивания во времени.
На заключительном этапе строится ход границы сезонного оттаи​вания и анализируется полученное температурное поле и его времен​ная изменчивость.
Приложение
Программа для расчета глубины сезонного промерзания (протаи-вания.) по формуле В. А .Кудрявцева на МК-54 (Б3-34). Для работы с программой необходимо:
1) включить микрокалькулятор (МК);
2) выполнить тесты (Дыодени, тригонометрический, Меция);
3) нажатием клавиш  В/О  F  ПРГ  включить режим ввода прог​
рамм с шага 00;
4) ввести программу с шага 00 по шаг 93;
5) переключиться на режим калькулятора, нажав  F  АВТ ;
6) выполнить тест для программы
Нажимаемые клавиши

Индикация

Пояснения
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В/О С/П

(X) I

установка нул вого шага передача управления, на установлен​ный шаг, I - номер данного, кото​рое необходимо ввести на индикацию выводится значение данного от предыдущего счета набираем амплитуду число, находившееся на индикаторе вводится, затем на экране появля​ется номер следующего данного вывод "старого" значения t ввод температуры  t = -7°С приглашение ко вводу вывод "старого" значения Q ввод  Q = 20 000 ккал/м-ч-°С приглашение ко вводу теплоемкости С вывод "старого" значения С ввод С = 360 ккал/м3.°С приглашение ко вводу 5-го данного вывод "старого" значения λ ввод λ = 1.2 ккал/м.ч.°С ввод λ , передача управления на счет, на индикаторе величина ^
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8) для счета с новыми данными нажимаем клавиши В/О  С/П , на экран простого ввода выдает  i - номер данного, i =1,2,..., 5.
Получив номер данного, абонент нажимает С/П , после этого на индикаторе высвечивается значение данного с номером I  от предыдущего счета. Если в новом варианте это данное не изменяется, то для его ввода достаочно нажать С/П . Если же необходимо ввес​ти другое значение, то оно набирается на клавиатуре, затем нажима​ется  С/П  - и в обработку поступает вновь введенное значение данного.
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Таким образом, подпрограмма простого ввода приводит к следую​щему распределению памяти для входных данных:
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но в общем случае они различны.
Таким образом, замена в уравнении производных разностными отношениями приводит к системе линейных алгебраических уравнений
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Матрица этой системы трехдиагональная:
матрицы необходимо около 10 000 машинных слов ОЗУ (1/3 машинной памяти ВЭСМ-6). йце нужно учитывать, что также значительные ресур​сы вычислительной системы будут расходоваться на переработку ну​лей, поэтому для. решения систем уравнений с трехдиагональной мат​рицей разработан специальный вариант метода исключения Гаусса, получивший название метода прогонки. Существует несколько видов прогонки, рассмотрим один из них.
Добавим к системе уравнений разностную аппроксимацию гранич​ных условий:
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В нашем случае смешанной краевой задачи:
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